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Roberto Miranda North

Prologo

Algebra lineal pertenece al segundo ciclo del Plan Curricular y ha
sido concebida para desarrollar el estudio de matrices y determinantes,
sistemas de ecuaciones lineales, vectores en R’ R* y R”, espacios y
sub espacios vectoriales, combinaciones lineales, transformaciones
lineales, valores y vectores propios, proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt, transformaciones semejantes y diagonalizacion de
matrices.

Algebra lineal se inicia con el concepto de matriz, que es una nocién
central en la matematica actual, y constituye una idea unificadora de
gran importancia. Por medio de matrices se pueden modelar diversas
situaciones en las unidades didacticas que siguen.

Luego, surge el concepto de vectores en R?, R’y R”, que se emplean
en las combinaciones de vectores y las transformaciones lineales de
espacios o sub espacios que se trabajan en los espacios vectoriales
generales. Se emplea el algoritmo de Gram-Schmidt para crear una
base ortogonal de cualquier espacio. Ademas, se estudia el cambio de
base de un espacio o sub espacio vectorial

Posteriormente, se estudian las técnicas de determinacion
de autovalores y autovectores de la matriz de coeficientes de un
sistema lineal y la diagonalizacién de matrices cuadradas que, luego,
permiten desarrollar el proceso o algoritmo de Gram-Schmidt para la
diagonalizacién ortogonal de una matriz simétrica.
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A continuacion, se presentan los conocimientos que el estudiante
tiene que traer consigo al momento de iniciarse en el curso de Alge-
bra Lineal: propiedades del sistema de los numeros reales, funciones
de variable real, dlgebra y geometria elementales, métodos de solucion
de ecuaciones y sistemas de ecuaciones, sistemas de coordenadas car-
tesianas en R? y R? la recta y el plano en R* y R

Ing. Roberto Miranda North
Docente de Algebra 1ineal
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Presentacion

Nuestra recompensa se encuentra en el esfuerzo y no en el resultado.
Un esfuerzo total es una victoria completa.
Mahatma Gandhi (1869-1948)

Estimado alumno de la Universidad Alas Peruanas:

Esta misiva es portadora de la alegria de poder contar con usted
como distinguido miembro de esta Casa de Estudios.

Le presentamos al Ingeniero Roberto Miranda North, el docente
que la Universidad Alas Peruanas designé para el desarrollo de las
asignaturas en las escuelas profesionales de Ingenierias.

El docente Miranda North es Ingeniero Electronico colegiado,
graduado en la Universidad Nacional de Ingenieria (UNI) en 1992.
Cuenta con cuatro anos de experiencia docente universitaria a nivel

de pregrado.

Matiza los temas de la asignatura con los conocimientos que ha
ido recogiendo en su trayectoria laboral como ingeniero de proyectos
y mantenimiento en diversos sectores de la actividad econémica: in-
dustrial, comercial, telecomunicaciones, salud y gobierno.
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También tuvo a cargo las asignaturas de Matematica I y II, Mate-
matica Basica I, Calculo Vectorial y otros cursos de especialidad en
ingenierfa.

Actualmente, se encuentra cursando estudios de Maestria en Ad-
ministracién y Direccion de Empresas en la Universidad Alas Perua-
nas.

Sigui6 estudios de Educacién Abierta y a Distancia en el VII Di-
plomado organizado por la Direcciéon Universitaria de Educacion a
Distancia (DUED) de la misma casa de estudios, en el 2009.

El docente espera su comunicacion en la siguiente direccion de
correo: r_miranda@mail.uap.edu.pe

Estimado alumno, formulamos nuestros mejores votos para que

usted haga realidad sus justas aspiraciones en la travesia iniciada hace
unos meses.
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Objetivos

La asignatura Algebra lineal tiene el siguiente objetivo general:

Emplear las principales técnicas del Algebra lineal en la elabora-
cion de modelos matematicos como una herramienta para la mnvesti-

gacion, descripeion v aplicacion adecuada de alternativas de solucion
a problemas de la ingenieria.

) Semana
Unidad - . .
e Objetivos Especificos de
Didactica ,
estudios

-Reconocer los distintos tipos de

; 1
matrices.

I -Realizar operaciones con matri- |
ces.

-Resolver determinantes de or-
den n x n.
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II

-Reconocer las formas de una ecua-
cién lineal y de un sistema de ecua-
ciones lineales.

-Resolver un sistema lineal.

II1

-Reconocer los vectores en los es-
pacios R R* y R".

-Efectuar operaciones de vectores

en los espacios R?, R’ y R™.

v

-Reconocer los distintos espacios y
sub espacios vectoriales.

-Establecer la dependencia y la in-
dependencia lineal de vectores en
un espacio o sub espacio vectorial.

-Hallar las bases de los espacios vy
sub espacios vectoriales.

6

-Reconocer las diversas transfor-
maciones lineales y sus matrices
asociadas.

-Efectuar operaciones de transfor-
maciones lineales.

-Determinar el nucleo y la imagen,
y cambiar la base de una transfor-

macion lineal.

-Calcular los autovalores y autovec-
tores de un matriz cuadrada.

-Interpretar el proceso de Gram-
Schmidt en un espacio R .
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-Hallar las bases ortogonales y or-
togonales de un espacio o sub es-
pacio.

-Interpretar el proceso de Gram-
Schmidt en un espacio diferente a
Rn.

-Hallar las bases ortogonales y or-
to-normales de un espacio general.

-Aplicar las transformaciones se-
mejantes en la obtencion de la ma-
triz diagonal u ortogonal de la ma-
triz de autovectores.
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Contenidos

Los contenidos de la asignatura Algebra lineal estan distribuidos
segun la semana de estudio, de acuerdo al silabo de las escuelas
profesionales de ingenieria.
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Primera Unidad Didactica

Matrices y Determinantes
Objetivo General
Utilizar el conocimiento matematico para interpretar los conceptos

de matrices y determinantes como instrumento principal, para poder
investigar, describir y aplicar adecuadamente a la ingenieria.

Unidad Objetivos C a4 Semana
Didactica Especificos e de
estudios

-Reconocer las dis- |-Definicién, nota-
tintas clases de ma- |cion, elementos y
trices orden de una ma-
triz.

-Formas detallada
y abreviada de una
matriz.

-Igualdad de matri-
ces.

-Tipos de matrices y
tipos de matriz cua-

drada.
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Matrices

y

Determi-
nantes

-Realizar operacio-
nes con matrices

-Adicion,

cién, multiplicacion

sustrac-

por un escalar, pro-
ducto de una mattiz
fila por una matriz
columna, multipli-
cacion de matrices,
potenciacion, ope-
raciones elementa-
les en filas, matriz
escalonada,
de una matriz, in-
versa de una matriz.

rango

Matrices

y

Determi-

nantes

-Resolver determi-
nantes de orden n
X n

-Definicion y orde-
nes de determinan-
te.

-Calculo de la deter-
minante de segundo
orden.

-Cialculo de la de-
terminante de ter-
cer orden: Métodos
de Sarrus, el de las
sub matrices en una
columna y el del pi-
vote.
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Matrices

y

Determi-

nantes

-Realizar operacio-
nes con matrices

-Calculo de la deter-
minante de orden
superior:  Métodos
de las sub matrices
en una columna y el
del pivote. Calculo
de la determinante
de una matriz trian-
gular.

-Propiedades de las
matrices y de las de-
terminantes.







Roberto Miranda North

Segunda Unidad Didactica

Sistemas de ecuaciones lineales

Objetivo General

Reconocer y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Unidad Objetivos . ) Semana
= . / Contenidos de
Didactica Especificos !
estudios
-Reconocer las for- |-La ecuacion lineal:
mas de una ecua- |formas algebraica
cion lineal y de un |y matricial de una
sistema de ecuacio- ecuacion ]_ineal; vec-
11 nes lineales tor solucion; casos
) de soluciones y de
Sistemas .
ecuaciones,
de Bl s
B P— -El sistema de ecua- 3
lineales ciones lineales: for-

mas algebraica y
matricial de un sis-
tema de ecuaciones
lineales; vector so-

lucion.
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II

Sistemas
de
Ecuacio-
nes

Lineales

-Resolver un siste-

ma lineal

“Tipos de sistemas
lineales: sistemas
cuadrado, rectangu-

lar v homogénco.

W

-Consistencia de un
sistema lineal.
-Solucion de un sis-
tema  lineal: méto-
dos de Crammer v
de Gauss-Jordan.
-Solucion de un sis-
tema  rectangular:
mé¢todo de  reduc-
cion a la forma es-
calonada en filas.
-Solucion de un sis-
tema  homogéneo:
método de  reduc-
cion a la forma es-

calonada en filas.

(%

i

B}




Roberto Miranda North

Tercera Unidad Didactica

Vectores en R2, R3y R»

Objetivo General

Reconocer y efectuar operaciones de vectores en los espacios

de R*, R*y R".
Unidad Objetivos ) Semana
NP g Contenidos de
Didactica Especificos )
estudios
-Reconocer los vec- |-Vectores:  defini-
tores en los espa- |cién y notacion de
cios R, R? y R". vectores.
-Vectores en R?% de-
-Efectuar operacio- |finicion de un vec-
IT1 nes de vectores en [tor en R’ igualdad
los espacios R? R* |de vectores, norma
Vectores |y R, y direccion de un 4
vector en R’ los
en ,
dos vectores cano-
. nicos en R’ vector
R% R’y R"

unitario en R% Ope-

raciones con vecto-
2

res en R
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II1

Vectores

en

R% R’y R

-Resolver un siste-
ma lineal

-Vectores en R*: de-
finicién de un vec-
tor en R’ igualdad
de vectores, norma
y direccion de un
vector en R’ los
tres vectores cano-
nicos en R’ vector
unitario en R’. Ope-
raciones con vecto-
res en R’

-Vectores en R™ de-
finicion de un vec-
tor en R" igualdad
de vectores, norma
y direccion de un
vector en R" los
vectores canonicos
en R", vector uni-
tario en R" Opera-
ciones con vectores
en R".

-Propiedades de los

vectores.
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Reconocer

Cuarta Unidad Didactica

Espacios y sub espacios vectoriales
Transformaciones lineales

los  distintos

espacios,

Objetivo General

sub

espacios y

transformaciones lineales; y efectuar operaciones de vectores,

matrices, polinomios y otros objetos en R?* R’ R" y otros

espacios vectoriales en general.

Unidad Objetivos _ Semana
Didactica Especificos Contenidos estggios
-Reconocer los dis- |-Espacio vectorial:
tintos espacios y |definicion y propie-
v sub espacios. dades de un espacio
vectorial.
Espacios -Espacios vectoria-
y sub. les sobre R', R? R’y
espacios Re.
vectoriales .
-Otros espacios 5
y vectoriales: espacio
vectorial M, espacio
Transfor- vectorial P, espacio
maciones vectorial F, espacio
lineales vectorial complejo
C.
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| B4

Espacios vy
sub
espacios
vectoriales

y

Transfor-
maciones

lineales

-Sub espacio vec-
torial: definicién y
propiedades de un
sub espacio vecto-

rial.

de-

pendencia y la inde-

-Establecer la

pendencia lineal de
vectores en un es-
pacio o sub espacio
vectorial.

-Hallar las bases de
los espacios y sub
espacios  vectoria-

les.

-Combinacion  li-
neal de vectores.

-Dependencia  de

vectores:  vectores
linealmente  inde-
pendientes, vecto-

res linealmente de-
pendientes.
-Vectores  genera-
dores, base y di-
mension de un es-
pacio vectorial y de
un sub espacio vec-

torial.

-Reconocer las di-
versas transforma-
ciones lineales y sus

matrices asociadas.

-Transformaciones
lineales: definicion.
-Operaciones  con
transformaciones
lineales:suma, mul-
tiplicacion por un
escalar,  composi-
cion e inversa de
una transformacion

lineal.
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|4

Espacios
y sub
espacios
vectoriales

y

Transfor-
maciones

lineales

-Efectuar operacio-
nes de transforma-
ciones lineales.

-Determinar el nu-
cleo y la imagen, y
cambiar la base de
una transformacion

lineal.

-Determinacion del
nucleo y la imagen
de una transforma-
cion lineal.
-Matrices asociadas
a transformaciones
lineales y sus rela-
ciones.

-Matriz canonica o
matriz estaindar de
una transformacion
lineal.
-Transformacion li-
neal asociada a una
matriz; matriz aso-
ciada a una trans-
formacion lineal.
-Mattiz de cambio
de base de transfor-
maciones lineales.
-Matriz asociada del
sistema y el conjun-
to solucion.
-Dimension del es-
pacio solucion  de
un sistema de ecua-

ciones lineales ho-

mogéneas.
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Quinta Unidad Didactica

Autovalores y autovectores

Diagonalizacion de matrices

Objetivo General

Reconocer la matriz de autovectores de la matriz de coeficientes
de un sistema lineal. Aplicar las transformaciones semejantes en la

obtencion de la matriz diagonal u ortogonal de la matriz de autovec-

tores.

Interpretar el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base

de un espacio en una base ortogonal y ortonormal.

cuadrada.

co de encontrar los
autovalores y auto-
vectores.

Unidad Objetivos & " Scr(rllana
.y s ; e “ontenidos e
Didactica Especificos skt
-Calcular los auto- |-Autovalores y au-
valores y autovec- |tovectores: defini-
tores de un matriz | cién y modo practi- 8
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v

Autovalo-
resy
Autovec-
tores

y

diagonali-
de
matrices

zacion

-Interpretar el pro-
ceso de Gram-Sch-
midt en un espacio
R".

-Hallar las bases or-
togonales y ortogo-
nales de un espacio

o sub espacio.

-Bases ortogonales
y ortonormales: de-
finicion.

-Proceso de orto-

gonalizacion de
Gram-Schmidt en
Rn.

-Normalizacion de
un conjunto S orto-

gonal.

-Interpretar el pro-
ceso de Gram-Sch-
midt en un espacio
diferente a Rn.

-Hallar las bases or-
togonales y ortogo-
nales de un espacio

general.

-Producto inter-
no, norma y vecto-
res ortogonales en
Otros espacios vec-
toriales  diferentes
de R".

-Proceso de Gram-
Schmidt
espacios diferentes

de R".

en otros

-Aplicar las trans-
formaciones seme-
jantes en la obten-
cion de la matriz
diagonal u ortogo-
nal de la matriz de

autovectores.

-Diagonalizacion de
matrices: transfor-
maciones semejan-
tes y matriz diago-
nalizable.
-Verificacion de una
matriz diagonaliza-
ble.

-Proceso de diago-
nalizacion de una

matriz cuadrada.
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-Proceso de diago-
nalizacién  ortogo-
nal de una matriz

simétrica.

41
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Introduccion

La ciencia y la ingenieria administran mediciones y proyecciones
de aquellas variables que describen el comportamiento de un proceso
determinado en general. Para tal fin, los datos y resultados que ge-
neran dichas mediciones y proyecciones se registran en arreglos que
pueden tener una forma similar a las tablas.

Se puede decir que las matrices son herramientas matematicas que
tienen la forma de arreglos de datos y resultados, y son muy faciles de
manejar. De esta manera, una matriz puede representar un sistema
de ecuaciones lineales, aplicaciones lineales, productos, formas cua-
draticas y conicas, etc.

Se da a conocer los tipos de matrices y sus propiedades, las ope-
raciones matriciales tales como suma, multiplicacion por un escalar y
otras mas.

También, se estudia la determinante entendida como una funcion
de una matriz y se revisan diversas formas de calcularla. Se puede uti-
lizar para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante la
regla de Cramer, saber si una matriz cuadrada es invertible o no, etc.

Los numeros reales seran los elementos de las matrices 2 menos
que se indique otra cosa.
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1.1 Matrices

1.1.1 Definicion de matriz

Es aquel conjunto de objetos distribuidos en filas y columnas, y
encerrados entre paréntesis o corchetes.

Ejemplo 1:

a, 4, a; a, a; 0 e 7 4 6 1 23 4 5
Ay @y Gy Gy By 3 95 8 9 1024 6 7 8 9 10

a, a, a; 1 2 13 4696 0 0
ay, @y, ay, 4 56 0 7 0
dsp dip gy 7 8 9 0 5

a, a4, Aa; a,
a Gy a4y a,
a4y, Gy 4y, a,,
Qi Gz Ay a

46



Roberto Miranda North

1.1.2 Notacion de una matriz

Una matriz se denota con una letra mayuscula

Ejemplo 2:

|
Sea A la matriz

Entonces:
1 2
RE 3 4
Ejemplo 3:
2
Sea B la matriz 4 6

Entonces:
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1.1.3 Elementos de una matriz

Los elementos de una matriz son aquellos objetos que se encuen-
tran en ella.

Ejemplo 4:

|
3 4

Sea A la matriz

Entonces:

Los elementos de A son 1,2, 3y 4.

1.1.4 Filas de una matriz

La fila de una matriz es cualquier hilera horizontal de objetos de
la matriz mencionada.

Ejemplo 5:

Sea C la matriz

4

Entonces:

La hilera horizontal con elementos 1y 2 es la primera fila de la
matriz C.

La hilera horizontal con elementos 3 y 4 es la segunda fila de la
matriz C.
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1.1.5 Columnas de una matriz

La columna de una matriz es cualquier hilera vertical de objetos de
la matriz mencionada.

Ejemplo 6:

1 2
3 4

Sea C la matriz

Entonces:

La hilera vertical con elementos 1 v 3 es la primera columna de la
matriz C.

La hilera horizontal con elementos 2 v 4 es la segunda columna
de la matriz C.

1.1.6 Notacion de los elementos de una matriz

En general, un elemento se denota con una letra minuscula con
dos subindices.

Donde:

1 es el subindice que representa a la i-ésima fila de la matriz men-
cionada.

j es el subindice que representa a la j-¢sima columna de la matriz
mencionada.

49
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a, es el elemento que se halla cruzando la i-ésima fila con la
j-¢ésima columna.

El elemento va en mindscula ya que la matriz se denota con letra
mayuscula.

Ejenplo 7:

Sea D la matriz (d” dIZ )
D = (dll d, )

Se observa que la matriz D tiene una sola fila con dos columnas.
El elemento d” se halla en la primera fila con la primera columna.
El elemento d , se halla en la primera fila con la segunda columna

Se observa que la letra d minuscula es al elemento como la D
mayuscula es a la matriz.

Ejemplo 8:

Sea E la matriz (9] 3 8),

E= (o1 ¥8)
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Se observa que la matriz E tiene una sola fila con dos columnas.
El elemento 91 se halla en la primera fila con la primera columna.
El elemento * 8 se halla en la primera fila con la segunda columna.
También, e, = 91 y e, = 38

Se observa que la letra e mindscula es al elemento como la E
mayuscula es a la matriz.

Ejemplo 9:
.fl[

Sea F la matriz f2/

f.H

S
F= I 21

.f_u
Se observa que la matriz F tiene una sola columna con tres filas.
El elemento fH se halla en la primera fila con la primera columna.
El elemento f,, se halla en la segunda fila con la primera columna.
El elemento f, | se halla en la tercera fila con la primera columna.

Se observa que la letra f minuscula es al elemento como la F
mayuscula es a la matriz.
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Ejemplo 10:

Sea G la matriz

Se observa que la matriz G tiene una sola columna con tres filas.
El elemento 1 se halla en la primera fila con la primera columna.
El elemento 2 se halla en la segunda fila con la primera columna.
El elemento 3 se halla en la tercera fila con la primera columna.
También, g =1, g, =2y g, =3.

Se observa que la letra g minuscula es al elemento como la G
mayuscula es a la matriz.

1.1.7 Orden o tamafo de una matriz

El orden de una matriz indica el nimero de filas y columnas que
se observan en la matriz. El orden se denota con mxn.

Valga la aclaraciéon que mxn no indica multiplicacion alguna. Mas

bien, indica el nimero m de filas y el nimero n de columnas que
posee una matriz.
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Ejemplo 11:

Sea H la matriz (h”)

H tiene una fila y una columna. Entonces, el orden de la matriz
Hes 1x1.

Ejemplo 12:

6 7 8 9 10

Il 2 3 4 5
Sea L. la matriz ( )

L tiene dos filas v cinco columnas. Entonces, el orden de la matriz
L&5.2%5.

Ejemplo 13:

a a a a 7 45

. 11 12 13 14 I

Sea P la matriz 2
Ay, Ay Ay dy dys

P tiene dos filas v cinco columnas. Entonces, el orden de la matriz
Ples 2%5.
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1.1.8 Forma detallada de una matriz

En general, una matriz A de orden mxn se puede representar en
torma detallada, tal como se indica en la siguiente expresion:

a,; dp 4y a,

ay; Ay dy a,,
A=

a” a?z CZH am

a ml a m2 a m3 - da mn

1.1.9 Forma abreviada de una matriz

En general, una matriz A de orden mxn se puede representar en
forma abreviada tal como se indica en la siguiente expresion:

A = (ﬂn> mxn

Ejemplo 14:

Sea A la matriz
Ay Ay Ay dyy dys

Como el orden de la matriz A es 2x5.
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Entonces, esta matriz se puede representar en forma abreviada tal
como se muestra a continuacion:

A= la,) 255

1.1.10 Igualdad de dos matrices

Dos matrices se definen como matrices iguales cuando se cumple
las siguientes condiciones:

1) Son del mismo orden mxn.

if) Cada elemento de la primera matriz es idéntico al respectivo
elemento de la segunda matriz.

Ejemplo 15:

Sean las matrices Fy G

S
F= S
I
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Verificando que:
i)  Fy G tengan el mismo orden

El orden de F es 3x1 y el orden de G es 3x1. Se observa que F y
G tienen el mismo orden.

ii)  los elementos de la primera sean iguales a los elementos de la
segunda respectivamente.

Para que F sea igual a G se requiere que f, = 1,f =2 y f, =3.

Ejemplo 16:

Sean las matrices

IE= 5
1
G =
3

Verificando que:
i)  Fy G tengan el mismo orden

El orden de F es 3x1 y el orden de G es 3x1. Se observa que F y
G tienen el mismo orden.
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i) los elementos de la primera sean iguales a los elementos de la
segunda respectivamente.

91 > f =g

11

5#2 2> f; = 2
O=3 > f = &5

Se observa que el elemento de una matriz no es idéntico al respec-
tivo elemento de la otra matriz. Por lo tanto, se concluye que dichas
matrices no son iguales.

1.1.11 Tipos de matrices

1.1.11.1 Matriz fila

La matriz fila es aquella matriz con orden 1xn. A la matriz fila se
le conoce también como vector fila.

En general, una matriz fila se denota por

(a ij ) L8
Ejemplo 17:

a al:)

(
(91 )
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1.1.11.2 Matriz columna

La matriz columna es aquella matriz con orden nx1. A la matriz
columna se le conoce también como vector columna.

En general, una matriz columna se denota por

(@) ...

1
Ejemplo 18: 2
1 a,
2 a,, )
3 ay, (n-1)
n

1.1.11.3 Matriz nula o matriz cero
Una matriz nula también es conocida como matriz cero. Los ele-
mentos de una matriz nula son todos iguales a cero. El orden de cual-

quier matriz nula es mxn.

Ejemplo 19:

00000 0
0000, 00000 0
00000
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Una matriz nula o cero se denota por O (O mayuscula). El orden
de una matriz cero se deduce por el contexto en el que se encuentre.
1.1.11.4 Matriz cuadrada

Una matriz cuadrada esta definida cuando se cumple que el nume-
ro de filas es igual al numero de columnas.

En general, una matriz cuadrada se denota asi:

la; ) ...

Dependiendo de las diversas formas de arreglos de orden nxn, se
pueden distinguir las siguientes clases de matrices cuadradas:

a)  Matriz triangular superior

Aquella matriz cuadrada donde se cumple que Vi > j:a = 0.
a,, 4, Ja; a, a,;; da; da; a,
Ay, Ay Ay ... dy, 0 a, ay .. a,,
as d; dg a, | =10 0 aj a,,
anl anZ an} Loy ann 0 0 0 pae allll nxn
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b)  Matriz triangular inferior

Aquella matriz cuadrada donde se cumple que Vi < j:a, = 0.

a,, 4, dag a, a, 0 0 0
Ay Ay Ay a, a, a, 0 0
a; 4z dg a;, | = |93 4z A4z 0
alll anZ anJ’ L ann anl anZ an} ann axn
¢)  Matriz diagonal
Aquella matriz cuadrada donde se cumple que:
Yi# Fum = 0
Vi= §ed #0
a; a; dp a, a, 0 0 0
ay dyp dy a,, 0 ay, 0 0
B Py @ - dy] =10 ] ay - 0
anl anZ an} ann 0 0 0 ann
nxn
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d) Matriz escalar

Aquella matriz cuadrada donde se cumple que:

Vi;tj:au:()

Vi= ] : a" =k
a, d; dj; a, k 0 0
a, dy dy a,, k 0
a;, d; dg a;, = |@ k 0
anl an.? an} ann 0 0 0 k

e)  Matriz identidad
La matriz identidad es aquella matriz cuadrada que se define cuan-
do se cumplen las siguientes condiciones:

v,'¢j:aij=0

Vi=j cay =1
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nl

anZ

an3

nn

Una matriz identidad se denota por 1. El orden de una matriz
identidad se deduce por el contexto en el que se encuentre.

f)

Sea la matriz A =

Matriz transpuesta

nl

anZ

an.s’

nn

La matriz transpuesta de A se denota como

Txranspuesta’.

nxn

AT, Se lee “A

Para obtener la transpuesta de A, se debe hacer la siguiente trans-
formacion:

La fila 1 de la matriz A se convierte en la columna i de su trans-

puesta.
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Se empieza tomando la primera fila de A y convirtiéndola en co-
lumna. Se toma la segunda fila, se convierte en columna. Y se conti-
nua con las demas filas de A.

Ejemplo 20:
11
412
Lafilaa;; a;; a;5 ... a;, se transforma en la a3
columna
a1n
21
422
ay1 422 223 ... ¢ se transforma en |
La filaap1 apy an3 an se transforma en la 73
columna
220
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Lafilaazq agp a33 ... a3,
columna

Latilaiagg ags 355 - 5y
columna

64
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Reescribiendo las nuevas columnas, la matriz transpuesta de A
queda asi:

nl
a, 4, d; .. d,
Al = ;3 Ay Qg a,;

nn

@)  Matriz simétrica

a, d;, dg; a,

Ay dyy Ay a,,

a 3/ a}Z a 33 a in
Sea la matriz A =

all/ anZ an} ann

La matriz A es simétrica si se cumple la siguiente condicion:

A = AT
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Usando su forma detallada, se debe cumplir la misma condicién.

a,; Qqp 4z .. 4 a;; 4y Az .. 4y
a; Ay Ay az, a,;; 4, dap a,;
a; A4z dg as, = a;; dy A4z a,s

anl anZ a

n3 m/nxn 3n m/ N Xn

h)  Matriz antisimétrica

a; 4p dp a,
Ay Ay Ay a,
. o= a a a da
Sea la matriz A = 31 32 33 3n
an[ anZ an? ann

La matriz A es antisimétrica si se cumple la siguiente condicion:

A =-AT
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Usando su forma detallada:

a, 4ap a; .. 4, a, dy 4y .. a4,
@y sy Uy, w0 @y iz Wl Wy e Wl
ag @y By s Gy iy Qay: Qyy = iy
a, a4, 4a,; .. a, a,, 4, 4a; .. 4,
nXxn nxn

1) Matriz ortogonal

Sea la matriz A = (a) W

La matriz A sera una matriz ortogonal si se cumple la siguiente
condicion:

AAT = ATA =1
)  Matriz invertible
Una matriz invertible es aquella matriz cuadrada que tiene inversa.
Para que una matriz tenga inversa, el determinante de la matriz cua-
drada debe ser diferente de cero. Véase la seccion 1.3 de Determinan-
tes y la seccion 1.2.10 de Inversa de una matriz.

k)  Matriz singular

Una matriz singular es aquella matriz cuadrada que no tiene
inversa.

Véase la seccion 1.2.10 de Inversa de una matriz.
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1.2 Operaciones con matrices

1.2.1. Adicion

Sean A = (a) y B = (b) dos matrices del mismo tamano, mxn.
La adicion A+B de estas dos matrices es la matriz C=(c ) de mxn,

donde:
c.=d. +*b
1) 1) 1)

Ejemplo 21:

Sean las matrices

1+1 2+1
AYB= 1341 441

2 3
A+B=
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1.2.2. Multiplicacién por un escalar
Sean A = (a) una matriz de mxn y r un escalar o nimero real.

El producto rA del escalar r y la matriz A, es la matriz B = (b)) del
mismo tamano que A, donde:

Ejemplo 22:

I 2
3 4

Sean un escalar r=10 v A la matriz

Entonces, la multiplicacion del escalar r por la matriz A es:

tA =10 P2
3 4

10 20

A= 130 40

1.2.3. Sustraccion
Sean A =(a) vy B=(b)dos matrices del mismo tamano mxn.
La sustraccion A-B de estas dos matrices es la matriz C=(c ) de mxn,

donde:

Cu = ﬂu * (—1)'bu
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Ejemplo 23:

Sean las matrices

SOt

Entonces, la sustraccion es:

12 Il
A-B= + (1)

[3 4J [1 1}

12 e =i
8=l g * e =

A-B=

1.2.4. Producto de una matriz fila por una matriz columna

Sean A = (a ) una matriz fila de tamano Ixk v B = (b ) una
matriz columna de tamano kx1.

El producto A.B de estas dos matrices es el escalar ¢, donde:

r
¢, = ZaU'b/l
7=l
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Expresandolo en forma detallada:

CH = ﬂll'bll * all'bl] + al?'bil T ﬂ]]v;"bkl

Ejemplo 24:

Sean A v B una matriz fila 1x2 v una matriz columna 2x1 respec-
tivamente. Donde

Entonces, el productode A, por B, es C

il |

AB=C= [2x3+5x4]
AB=C= [6+20]

AB=C= [26]
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1.2.5. Multiplicaciéon de matrices

Sean A = (a,) una matriz de mxny B = (b ) una matriz de nxs. La
multiplicaciéon A.B esta definida solo cuando el numero de columnas
de A es igual al nimero de filas de B.

La matriz producto A.B es la matriz C = (c) de m x s, donde cij

es el producto del i-ésimo vector fila de A y el j-ésimo vector columna

de B.

n
Cri: zalk'bkl
k=1

Expresando A.B en forma detallada:

hIZ h!\ )
b o By

C=AB = : )
b @ D

Cada fila de A se multiplica por todas las columnas de B para ob-
tener cada elemento de C.

Tal como se puede apreciar a continuacion:

S €2 G Cis
Cap Cpp Oy Cay by
(3y) 3 3y - 3y, ).
C= Cp Cp Cy —C3; 3
= by,
Cout Cmz Cpz oo Cpg )3 b,
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Por ejemplo, ¢l elemento c, esun escalar que resulta de multipli-

car la fila 2 de A con la columna 3 de B.

by,
bs;

b,

bn3

&b Fa b Fa bt o Tl

33

g
[l

[}

[
3]

n
Zau by
k=1

Como la matriz C ¢s de tamano m x s, se tienen m filas v s
columnas.

Los elementos de la columna 1 son ¢ ,¢,, ¢, ... ¢

112 ml

]

>opby=a b * Wby, T8 by + o Fa b

o
I

11 e 1 11 In" "nl
.
™ 2l = Bl Bab, Pa lp. W ... Fe b
k=1
"
-_ v - ‘ -
€. = D ayedy, Sab, Yo b, e+ . Ta b,

k=1
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mn’ nl

n
cml= Zamk By, S e b e b e b, taeta
k=1

Los elementos de la columna 2 sonc, ., c, ., ¢

122 Cop G500+ €

n
B 5= Z:alk.bk2 =l T 8, e b+ we Fa
k=1

In" "n2
n
Co = Dox ‘bkl - all'bll " azz'bzz + a::»'b}z T g o A g
k=l
n
‘ m2 " k ]amk -bLz - 21ml'bll_+’ng'bZZ + ax1\3'b33 oot amn' n2
Los elementos de la columna s son ¢, ¢, ¢, ... c_
n
c, = Zalk'bkx =a b +a.b, +d.b, +..+a.
Is el 11 In 12720 13730 In" “nn
n
= a, b, = ;
C 2 = 2kks azl'bm L azz‘bzn + azs'b_‘m T F ‘ljn'bnn

b, +...+a

m3° " 3s mn’ ns
k=1
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Ejemplo 25:

Sean A v B una matriz 2x3 v una matriz 3x1, respectivamente

9 1 0
A= 17 01
B
B= 2
3

[es C ¥

Entonces, el producto de A, . por B,/ es C

1 ~“2xl

Lo ]

]
AB=C= ¢ bW 2
7 0 1
| FilalxColumna
AB=Gz=
Fila2xColumna

M
FilalxColumna es[9 1 0] ‘2}2(9)(1)4-(1)(2)4-(())(3): 9+2+0=11
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Fila2xColumna es[7 o |]H= MHMH+O)2)+(H(B3)=7+0+3=10
3

11
AB=C= [ ]
10

1.2.6. Potenciacion

Sea A una matriz de tamafno nxn. La matriz potencia q de A es la
multiplicacién de A por si misma q veces. Se denota por A%y la poten-
ciacion esta definida solo cuando A es una matriz cuadrada.

A= AAA.A

A se multiplica a si misma q veces.

Ejemplo 26:

Sea A una matriz cuadrada 2x2.
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I
v o] o o]
) b )

1x1+2x3 1x2+2x4

3x1+4x3 3x2+4x4

1+6  2+8
3+12 6+16

7 10
/\: — \\ =
15y 22

1.2.7. Operaciones elementales en filas
1.2.7.1. Definicion
Son aquellas operaciones aritméticas que se etectuan en las filas de

una matriz para transformarla en otra sin cambiar su rango. Vcasce la
seccion 1.2.9 de rango de una matriz,
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Las operaciones elementales en fila sirven para facilitar el analisis
de los modelos y sistemas matriciales.

Si la matriz B se puede obtener de la matriz A mediante opera-
ciones elementales en las filas, entonces B es equivalente en filas a A.

1.2.7.2. Procedimientos de operaciones elementales en filas

Las operaciones elementales en las filas estin definidas en tres
procedimientos: intercambio de filas, cambio de escala de una fila y
suma de filas.

1.2.7.2.1. Intercambio de filas

Intercambia dos vectores fila en una matriz.

Ejemplo 27:

Sea la matriz [

7 10
15 22

Intercambiando los vectores fila (7 10) con (15 22) queda:

15 22
7 10
1.2.7.2.2. Cambio de escala de una fila

Multiplica cualquier vector fila de la matriz por una constante dis-
tinta de cero.
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Ejemplo 28:

s 7 10
Sea la matriz
15 22

3F: Multiplicando el vector fila (7 10) por la constante 3

3F, (3x7 3x10) = 21 30)

Queda: sl
i3 22

1.2.7.2.3. Suma de filas

Reemplaza cualquier vector fila de la matriz por la suma de si mis-
mo con un multiplo de un vector fila diferente.

Ejemplo 29:

Sea la matriz [

7 10
15 22|

F,+ 3F : Sumando el vector (15 22) con el triple del vector (7 10)

3F, 21 30)
F, (15 22)
F,+3F, (36 52)
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7 10
36 52

Queda:

1.2.8. Matriz escalonada y matriz escalonada reducida

1.2.8.1 Matriz escalonada

Una matriz se dice que es escalonada si verifica las condiciones

siguientes:

a)

b)

0

El primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila es un
uno, que se llama uno principal.

Cada uno principal esta a la derecha de los unos principales de las
filas anteriores (forma escalonada).

Las filas nulas, si existen, estan en la parte inferior de la matriz.

A partir de una matriz cualquiera y efectuando operaciones ele-

mentales, se pueden obtener matrices escalonadas.

Ejemplo 30:
1 -1 2 1
Lamatriz [0 1 1 0 | esescalonaday se ha obtenido haciendo
0 0 1 -1
1 -1 2 1
operaciones elementales en lamatriz [0 1 1 0
1 -2 -1 3
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En general, sea A una matriz cualquicra de tamano mxn.

a,, a,. a;; A a,,

a,, s a., s w o+ iEen ay,

a,, 8l a,, o e s NOEEELS '

A= a,, a,; s PR - ay
Qom-tt Y-z Qomenns Qutwn-ty  Xym-tin

A, a5 Aoy Wy i iy a,.

Si se efectuan operaciones elementales en la matriz A de m filas,
hasta obtener una matriz del mismo tamano donde las filas superiores
(las primeras r filas) sean vectores no nulos v las filas inferiores (las
ultimas m-r filas) sean vectores nulos, entonces, se define una matriz
escalonada donde ¢l primer clemento distinto de cero en cada vector
no nulo sea la unidad.

Entonces, la forma escalonada de A ¢s la matriz B definida por la
siguiente estructura:

&' b by By b R
0 disy b, By Biteei,
0 0 L By b o Bge. B
B= 0o 0 0 I by B, Bl
0 o 0 @ o . 0 0
a 9 0 0 0 . 0 0

Se puede apreciar que los vectores fila no nulos se encuentran en
la parte superior de la estructura, mientras que los vectores fila nulos
se encuentran sicmpre en la parte inferior.
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Ejemplo 31:

82

A continuacién se presentan mas matrices escalonadas

0
o 1
0 0
35
0 0
0 0
8 0 16
00 110
000 0

Una matriz escalonada con un
vector fila no nulo y un vector
fila nulo

Una matriz escalonada con
dos vectores fila no nulos y
un vector fila nulo

Una matriz escalonada con
un vector fila no nulo y
dos vectores fila nulos

Una matriz escalonada con
un vector fila no nulo y
dos vectores fila nulos

Una matriz escalonada con
dos vectores fila no nulos y
un vector fila nulo
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0 00 Una matriz escalonada con
0O 0 1 0 dos vectores fila no nulos y
un vector fila nulo
0O 0 0 O

O oo

Una matriz escalonada con
dos vectores fila no nulos y

e

un vector fila nulo

oo o ™
o O e T
S O N U &

Ejemplo 32:

Lleve la siguiente matriz a la forma de matriz escalonada

Se tienen que efectuar operaciones elementales de manera que el
primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila es un uno.
Para tal fin, se pueden seguir los procedimientos de operaciones ele-
mentales en filas de la seccion 1.2.7.2
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Solucion:
-1 2
0 1
1 -2 -1 3
9 b 8 i
F3 - F1: 0 1 1 0
0 -1 -3 2
i =i 3 -
F3 + F2: 0
0 0 -2 2]
(1 = 2
(-1/2)F3:; 0O 1 1 0
0 0 1 -1

1.2.8.2 Matriz escalonada reducida

Una matriz se dice que es escalonada reducida si verifica las con-
diciones siguientes:

a) El primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila es un
uno, que se llama uno principal.

b) Cada uno principal esta a la derecha de los unos principales de las
filas anteriores (forma escalonada).
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c) Las filas nulas, si existen, estan en la parte inferior de la matriz.
d) Los elementos situados por encima de los unos principales son
ceros.

Ejemplo 33:

A continuacion se presentan matrices escalonadas reducidas

1 0 1 0 0 0 1 8 0 16
0 1 0010 0 0 1 10
0 0 0 0 00 0 0 0 0

Ejemplo 34:

Lleve la siguiente matriz a la forma de matriz escalonada reducida

I =1 2 1
0 1 0
1 =2 =1 3

] =1 & 1
0O 1 1 0
0 49 1 =1
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Para calcular la matriz escalonada reducida, se tienen que efectuar
operaciones elementales en la matriz escalonada.

1 -1 2 1
F2 - F3: 0O 1 0 1

0 0 1 -1

1 0 2 0
F1 - F2: 01 0

00 1 -1

0 2

F1 — 2F3:

0 0 =1

1.2.9. Rango de una matriz

Si se tiene que r es el numero de vectores fila no nulos de la forma
escalonada de A, entonces, el rango de la matriz A es el escalar r. El
rango de la matriz A se denota por £ (A).

Pig=x
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Ejemplo 35:

Sea la matriz:

oo e S =
== o R e T
S O = O oo
S O N U

Esta matriz tiene tres vectores fila no nulos, entonces, su rango
€5 5.

Ejemplo 36:

Obtenga el rango de la siguiente matriz

i =1 32 1
0 1 1 0
I =2 <=1 3

Solucion:

Para obtener el rango de una matriz, se tiene que llevar a su forma
escalonada y luego se efectia el conteo de los vectores fila no nulos.

I =] 2 1 1 -1 2 1
A= [0 1 I 0| suformaescalonadaes|0 1 1 0| vesta
1 -2 -1 3 0 0 1 -1

forma tiene 3 vectores fila no nulos. Luego, su rango es £ (A) =3
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1.2.10. Inversa de una matriz

Sean las matrices A = (a) y B=(b,), del mismo orden nxn. Tienen
que ser matrices cuadradas.

La matriz B se define como la inversa de A si se cumple que B.A
=AB=1

La inversa de A se denota por A™'. Luego, la matriz B es A
Ejemplo 37:

Sean las matrices A y B de 2x2. Verifique si B es la inversa de A.

Efectuando el producto A.B, se tiene:

8 5
- 45 303
3003
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1\B =

A.B = ]

Se observa que al multiplicar las matrices A v B resulta la matriz
identidad 1.

Entonces, B es la matriz inversa de A.

Luego, B=A' = 3 3
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Cabe indicar que la inversa de una matriz se puede hallar mediante
los métodos de Gauss-Jordan o el de la Adjunta.

El método de Gauss-Jordan trabaja con las operaciones elementa-
les en filas en una matriz aumentada.

El método de la Adjunta trabaja con la transpuesta de una matriz
de cofactores.

1.2.10.1. Calculo de la inversa de una matriz por el método
de reduccion a la forma escalonada

Se siguen los siguientes pasos:

a) Construya la matriz aumentada (A |I). L.a matriz A estd a la
izquierda de la particion y la matriz identidad I esta a la derecha.

b) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A|I) a
(1 D).

c) Entonces, la inversa de A es A'=D.

Sea A una matriz de nxn

a,, a,; a; a,,
Ay Gy Ay a,,
A = a;; Q4i, ds as,
anl anZ an3 ann
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a) Construyendo la matriz aumentada (A |I):

a, a, a; .. q,/1 0 0 .. 0
Ay Gy Gy . 0,0 1 0 .. 0
ay Gy Gy . 4,10 01 .. 0

nn

b) Reduciendo (A|I) a (I| D) mediante las operaciones elementales
en fila, queda:

1 00 0 dn dlz dlB dln
010 0|d,, dzz d:s dzn
0 0

nl n2 n3 nn
c) Luego,
dll dlZ d13 dln
d2| d22 d23 dZn
Al = d3l dzz d33 d3n
dnl dn2 dn3 dnn
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Ejemplo 38:

Obtenga la inversa de la matriz A

e

Solucion:
a) Construyendo la matriz aumentada (A |I)
2 9|11 0

1 410 1

b) Reduciendo la matriz aumentada.

Intercambio de F, con F, o
) 2911 0
410 1
]‘_‘ ‘2F] 0 l - 2
F, -4F, 1 0]-4 9
0 1 1 -2
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¢) Entonces

1.2.10.2. Método de la adjunta de A: Adj(A).

a) Halle los cofactores de todos los elementos de la matriz dada.

b) Construya la matriz de cofactores de la matriz dada.

c) Obtenga la Adjunta de la matriz dada, sabiendo que es igual a la
transpuesta de la matriz de cofactores.

d) Calcule el determinante de la matriz dada.

e) Calcule la inversa de la matriz dada, sabiendo que es igual al co-
ciente de la matriz adjunta entre la determinante de la matriz dada.

Ejemplo 39:

Obtenga la inversa de la matriz A
2 9
A=
1 4

Sidet(A) # 0; entonces, A sera invertible.

Solucion:

2 9
Der) = || | = @@-(O) =8-9 = -1

Luego, A es invertible.

93



Guia Didéactica de Algebra Lineal

Véase la seccion 1.3.2.1 de determinantes de segundo orden.
Ahora se puede empezar el método de la Adjunta.

a) Hallando los cofactores de A:

Cof(2) = (-1)!*1.4 = +4

Cof(9) = (-1)'*21 = -1

Cof(1) = (-1)*.9 = -9

2 Cof(4) = (-1).2 = +2

A ek T

b) Construyendo la matriz de cofactores de A:

Cof(A) [ +o- l]
o) =
-9 2
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c) Obteniendo la matriz adjunta de A:

53

Adj(A)

Adj(A)

I
A ey
S
5
o
O
b —

d) La determinante de A es

Det(A) = = (A= {1E) = §=9 = .

i

Véase la seccion 1.3 sobre determinantes.

e) Dividiendo Adj(A) entre Det(A), se obtiene

5
Adj(4)y -1 2 B (—4 9]

Det(4) -1

Luego:

Arl

e
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1.3. Determinantes

Si se considera que una matriz tiene una correspondencia con su
determinante, se puede considerar que la determinante esta en fun-
cion de la matriz A.

1.3.1. Definicion de determinante

Sea la matriz A = (a) de orden nxn. La determinante de A se
denota por:

det(A) 6 |A|

La determinante de A es un numero real que se obtiene efectuan-
do la diferencia de la sumatoria de los productos de los elementos de
las diagonales descendentes menos la sumatoria de los productos de
los elementos de las diagonales ascendentes.

1.3.2. Calculo de la determinante
1.3.2.1. La determinante de una matriz de segundo orden

Sea A una matriz de segundo orden

Los elementos de la diagonal descendente son a,, y a,,.
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Los elementos de la diagonal ascendente son a,, y a,,.
La determinante de A se calcula de la siguiente manera:
Al = A8y - Aya,

Ejemplo 40:

Sea la matriz cuadrada A de segundo orden (2 9]

1 4
12 9
Det(A) = | 4
= @@-Mm0O)
=8-9
Det(A) = -1

1.3.2.2. La determinante de una matriz de tercer orden

Sea A una matriz de tercer orden
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Para hallar la determinante de una matriz de tercer orden, se pue-
de seguir el Método de Sarrus, el de las submatrices en una columna
o el del pivote.

1.3.2.2.1 Calculo de la determinante de una matriz 3x3 por
el método de Sarrus

a) Replique las dos primeras columnas a la derecha de la matriz.

b) Identifique las tres diagonales principales y las tres diagonales se-
cundarias.

c) Efectie la sumatoria de los productos trinomicos de cada diagonal
principal.

d) Efectie la sumatoria de los productos trindmicos de cada diagonal
secundaria.

e) Calculela determinante efectuando la sustraccion de las sumatorias.

Sea la matriz A

a) El nuevo arreglo de cinco columnas adopta la siguiente forma:
4y Gy G3 4 4y

Ay Gy, 4y 4y 4y

as; 4, 4z 4z 4y

98



Roberto Miranda North

b) Ahora, se identifican las tres diagonales principales (descendentes)
v las tres diagonales secundarias (ascendentes).

Las diagonales principales son:

dy a4z 4y

o

ST
o

ady) Uy, Uy ay

a3 43, Q33 Gy 4y

5]

Las diagonales secundarias son:

¢) La sumatoria de los productos trindmicos de cada diagonal
principal son:

ali'all'a’wl * al:‘all'afﬁ = all'a?_l'a‘sﬁ

d) La sumatoria de los productos trindmicos de cada diagonal
secundaria son:

I 7 TR L TR (R W v (O .-+
322513 32723 K 212
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e) lLuego, la determinante de A se obtiene efectuando la diferencia
de dichas sumatorias. Las sumatoria de las principales menos la

sumatoria de las secundarias.

S HES I T T T TS T O T TP TR T T B
Ejemplo 41:

Sea la matriz cuadrada de tercer orden

1l T 1
A= 101 2
1 0 3

t 1 1 % ]
g 1 20 1
1 031 0

b) Ahora, se identifican las tres diagonales principales (descendentes)
v las tres diagonales secundarias (ascendentes).

Las diagonales principales son:

N
O = =
W

—_— O —
O — =
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Las diagonales secundarias son:

—_— 0
O =
W N -

¢) La sumatoria de los productos trindmicos de cada diagonal
principal son:

MDE) + M) + HO©) = 3+2+0 = 5

d) La sumatoria de los productos trinémicos de cada diagonal
secundaria son:

MO + O +AO)M)=1+0+0=1
e) Luego, la determinante de A se obtiene efectuando la diferen-
cia de dichas sumatorias. Sumatoria de las principales menos

sumatoria de las secundarias.

|&] = 8=1=4

101



Guia Didéactica de Algebra Lineal

1.3.2.2.2 Calculo de la determinante de una matriz 3x3 por

el método de las submatrices.

a) Seleccione una sola columna (o fila) e identifique sus elementos.
b) Deduzca las submatrices de los elementos de la columna
seleccionada.
c) Halle los menores calculando las determinantes de dichas
submatrices.
d) Halle los cofactores anteponiendo un signo prefijado a su
respectivo menor.
e) Multiplique cada cofactor con su respectivo elemento.
f) Halle la determinante de A efectuando la sumatoria de dichas
multiplicaciones.
Empezando con la matriz dada
4 4 Gy
A = |8y Gy G4y
Gy, 83 Qay
a) Seleccionando los elementos de la primera columna.
@y Ay
a4, ay
Q32 Gy
Donde a , a, y a, son los elementos de la primera columna
seleccionada.
b) Usando esos elementos como referencia, se deducen las
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Con ¢l elemento a, , se puede deducir la primera submatriz.

Tal como lo sugieren los subindices de a |, se procede a eliminar la
primera fila v la primera columna de A.

[ S
5 n 9y

as, da

33

Con el elemento a, , se puede deducir la segunda submatriz.

Tal como lo sugieren los subindices de a
segunda fila y la primera columna de A.

.» S€ procede a eliminar la

Con el elemento a_ , se puede deducir la tercera submatriz,

Tal como lo sugieren los subindices de a, , se procede a eliminar la
tercera fila v la primera columna de A.
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d)

104

Las submatrices recién obtenidas se presentan a continuacion:

La submatriz del elemento a, es

La submatriz del elemento a, es

LLa submatriz del elemento a es

Ahora se procede a calcular sus

a,, dy
as, 4as
a,, ap;
a;, Qs
a;,, a;
a,, da;

respectivas determinantes. Se

denominan menores. Se denotan por M.

)
El menor de a,, es M, = det(

as;
a,,

El menor de a, es M, = det(
. a;,
a,

El menor de a, es M, = det(
' ’ %)

ay;
) = A8y —ay,a,
as;
a;
=a..a_—a_a
1277733 32" 13
as;,
013)
=a.4,.—a_.a
12723 22 13
ay,

Ahora, se procede a calcular sus respectivos cofactores. Se denotan

por A,
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El cofactor del elemento aij se obtiene anteponiendo un signo
prefijado a su respectivo Menor M,

A= ()M,

Elcofactordea, es A = (-1)'""'\M,, = (-12M, = (+1).M,,
El cofactor de a,, es A, = (-1)*'M,, = (-1)>M,, = (-1).M,,

El cofactor de a,, es A, = (-1)".M, = (-1)*M,, = (+1).M,,

¢) Ahora, efectuemos los productos binomicos de elementos vy

cofactores.
Para el elemento a5 tiene a“.AH = aH.(+1).MH =+ aH.MH
Para el elemento a,., S tiedie 8, A, =& CDN, = - o, M,

Para el elemento a_ , se tiene a, . A, =a, .(+1).M, =+ a M

f) Calculando la determinante de la matriz A. Se efectia la sumatoria
de dichos productos bindémicos recién obtenidos.

o 4 4

det{A) = |9n 9n @n|=+g M =2
a3 Gy Ay

M, + a,.M,,

|
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Ejemplo 42:

Sea la matriz cuadrada de tercer orden

W N -

-
-
Il
—_— 0
S = =

a) Seleccionando los elementos de la primera columna.

Donde a,, =1, a,=0 y a, =1 son los elementos de la primera

21

columna seleccionada.

b) Usando esos elementos como referencia, se deducen las
submatrices.

Con el elemento a.=1se puede deducir la primera submatriz.

Tal como lo sugieren los subindices de a, =1 se procede a eliminar
la primera fila y la primera columna de A.

01 25
1 0 3
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Con el elemento a, =0 se puede deducir la segunda submatriz.

Tal como lo sugicren los subindices de  , se procede a eliminar la
segunda fila v la primera columna de A.

Con el elemento 21“:1 se puede deducir la tercera submatriz.

Tal como lo sugieren los subindices de a, , se procede a eliminar la
tercera fila v la primera columna de A.

| -
01 2 -

1 2
1 0 3

Las submatrices recién obtenidas se presentan a continuacion:

1 2
I.a submatriz del elemento a, =1 & 0 3
_ ||
L.a submatriz del elemento %, =U 8
- 0 3
. 1
La submatriz del elemento a =1 es [ 9
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¢) Ahora se procede a calcular sus respectivas determinantes. Se
denominan menores. Se denotan por M.

El menordea =1 es M| = det( (l) i )= -02)=3
11

El menor de a, =0 es M, = det( 0 3 )=MEAB)-O)(1)=3
11

El menor de a,, =1 es M, = det( | 2 )=ME)-M)(1)=1

d) Ahora, se procede a calcular sus respectivos cofactores. Se denotan
por A .

El cofactor del elemento aij se obtiene anteponiendo un signo
prefijado a su respectivo menor M.

A=Y .M
El cofactordea, es A, = (-1)""'.3=(-1)23 = (+1).3=+3
El cofactorde a,, es A, = (-1)*"'.3= (-1’3 =(-1).3 =-3
El cofactor de a,, es A, = (-1)*"1.1 = (-1)*1 = (+1).1 = +1
¢) Ahora, efectuemos los productos binémicos de elementos y
cofactores.

Para el elemento a, =1 se tiene a, .A | = (1).(+3) = 3
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f)

Para el elementoa, = 0 se tiene a, . A, = (0)(-3) = 0
Para el elemento a, = 1 se tiene a,.A, = (1).(+1) = 1

Se efectia la sumatoria de dichos productos binomicos recién
obtenidos.

3+40+1=4

Luego:

det(A)

[l
—_ 0 -
O = =

1.3.2.2.3 Calculo de la determinante de una matriz 3x3 por

el método del pivote

a)
b)

<)
©)

Seleccione una sola columna.

Fifectie operaciones elementales hasta que los elementos de
alguna fila sean ceros excepto el que pertenezca a la columna
seleccionada. Fste elemento se denomina pivote.

Calcule el menor del pivote.

Calcule el cofactor del pivote.

Calcule el determinante de A multiplicando ¢l pivote por su
cofactor.

Empezando con la matriz dada

a, da, dag
A = |a, a, ay,
ayy  ds; dsg
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a) Seleccionando una columna, por ejemplo la primera.

a, dj;
a,, Qo
Ay Ay

Donde a,, a, ya,, son los elementos de la columna seleccionada.

b) Efectie transformaciones elementales hasta que los elementos
de alguna fila sean ceros excepto el que pertenezca a la columna
seleccionada. Quedando el arreglo equivalente que se presenta a

continuacion.
a, 0 0
Wy, sy Ty
a, d;, d

La columna seleccionada conserva los valores originales a, , a, y

Después de las transformaciones elementales, la fila 1 tiene ceros
excepto el elemento a,, de la columna seleccionada. El pivote es .
Los nuevos elementos d,,, d,;, d,, y d,; son los valores de la submatriz
de Pivote a, .

c¢) Calculando el menor del pivote a ;.

L o &
TT A% \%4
21 dZZ dl?
S| d}?_ d“ﬂ
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d.d

337 Va2t

d, d
MH = det( dz d3 )= dzz.d

k] 3

d) Calculando el cofactor del pivote -

A, = (1M, = (12M, = (FD)M,, = M,

1

¢) Calculando la determinante de A

| A = a, A, =a,,M. =4, d.d;=d dj

Ejemplo 43:

Sea la matriz cuadrada de tercer orden

W N -

a) Seleccionando una columna, por ejemplo la primera.

O =
W N -

Donde a =1, a,=0 y a, =1 son los elementos de la columna
seleccionada.
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b) Efectie transformaciones elementales hasta que los elementos
de alguna fila sean ceros excepto el que pertenezca a la columna

seleccionada.
| Y (|
o1 2
1 0 3
1 1 0
C, Ly 0 1 1
0 3
0 O
C,-C, I
-1 3

La columna seleccionada conserva los valores originales a =1,
a,=0ya, =1
21 7 731

Después de las transformaciones elementales, la fila 1 tiene ceros
excepto el elemento a =1 de la columna seleccionada. Entonces, el

pivote es a, =1.

Los nuevos elementos d,,, d,., d,, vy d,, son los valores de la sub-

222 23

matriz del Pivote _ Tal como se ven a continuacion:
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¢) Calculando el menor del pivote a, |

MH:dCt( ]1 ; =g —{iKl=3%¥1=4

d) Calculando el cofactor del Pivote a |
A, = CD)PLM, = (D)4 =(C1R4= (+H1)4=4
¢) Calculando la determinante de A
|Al =a, A =(1)@4) =4
1.3.2.3 Calculo de la determinante de una matriz de orden

superior al tercero

Sea A una matriz de orden superior al tercero:

ay @ G ae 8,

ayp Ay Q33 . Ay,
A = 31 Wy Hay a,

W, @ @y oo @

n n2 n3 nn
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Para hallar la determinante de A, se puede seguir el método de
las submatrices en una columna o el del pivote. Es similar al numeral
1.3.2.2, pero con la diferencia que ahora la matriz es de orden mayor
al tercero. Para estos tamafos, es preferible utilizar el método del Pi-
vote.

1.3.2.3.1 Calculo de la determinante de una matriz nxn por
el método de las submatrices.

a) Seleccione una sola columna (o fila) e identifique sus elementos.

b) Deduzca las submatrices de los elementos de la columna
seleccionada.

¢) Halle los menores calculando las determinantes de dichas subma-
trices.

d) Halle los cofactores anteponiendo un signo prefijado a su
respectivo menor.

¢) Multiplique cada cofactor con su respectivo elemento.

f) Halle la determinante de A efectuando la sumatoria de dichas
multiplicaciones.

Ejemplo 44:

Sea la matriz cuadrada de orden superior

—_— O e
—_— ) DN
- O O O
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a) Seleccionando una columna, por ejemplo, la primera.

_— O e
— 0 DD e
- o O O

Dondea  =1,a,=0,a, =1y a, =1 son los elementos de la colum-

na seleccionada.

b) Deduzca las submatrices de los elementos de la columna
seleccionada.

—_ L
—_ o
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¢) Halle los menores calculando las determinantes de dichas
submatrices.

1
M,=Det{ 0 3 0)=3
11

1 140
M, =Det( 0 3 0)=3
1 4 1

1 0
M, =Det( 1 2 0)=1
1 1
1 1 0
M,=Det{ 1 2 ¢)=0
0 3 0

d) Halle los cofactores anteponiendo un signo prefijado a su
respectivo menor

A, = (.M,

El cofactordea es A
11 11

€l 3=(1) 3= (+1)3=+3

2

) 3= 3213 =3

El cofactordea es A

21 21

3+1 4
El cofactor de a_ es A3 =) A=(¢1).1=(+1.1=+1
31 31

4+1 5
El cofactordea esA =(-1) 0=(-1).0=(1).0 = 0
41

41
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¢) Multiplique cada cofactor con su respectivo elemento.
Para el elementoa =1 se tienea A = (1).(+3) = 3

11 11 11
Para el elementoa = O se tienea .A = (0)(-3) = 0

21 21 21

Para el elementoa = 1setienea A = (1).(+1) =1
31 31

31 3

Para el elementoa = 1setienca .A = (1).(0) =0
41 41 41

f) Halle la determinante de A efectuando la sumatoria de dichas
multiplicaciones.

34+0+14+0=4
FEntonces, la determinante de A es:

Det(A) = 4

1.3.2.3.2. Calculo de la determinante de una matriz nxn
por el método del pivote

a) Seleccione una sola columna.

b) Efectie operaciones elementales hasta que los elementos de
alguna fila sean ceros excepto el que pertenezca a la columna
seleccionada. Este elemento se denomina pivote.

c) Calcule el menor del pivote.

d) Calcule el cofactor del pivote.

e) Calcule el determinante de A multiplicando el pivote por su
cofactor.
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Ejemplo 45:

Sea la matriz cuadrada de orden superior

1 1 10
& = 01 20
1 0 30
1 1 1 1

a) Seleccionando una columna, por ejemplo la primera.

e = I
- G B e
_— 0 D D

Donde a, =1, a,=0, a,=1 y a, =1 son los elementos de la
columna seleccionada.

b) Efectie transformaciones elementales hasta que los elementos
de alguna fila sean ceros excepto el que pertenezca a la columna
seleccionada.

—_— e O
—_ O = -
— W N
- O O O
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1100
0110
“% 1030
110 1
1 0 0 0
0 1 1 0
Cz—(j]:1_130
1 0 0 1

La columna seleccionada conserva los valores originales a
a;,=0, 2, =1 ya,,~1

=L

1

Después de las transformaciones elementales, la fila 1 tiene ceros
excepto el elemento a, =1 de la columna seleccionada.

El Pivote es a,,=1.

0 0 0
0 1 10
L =1 30
1 & 0 1

Los nuevos elementosd ,d ,d ,d ,d ,d ,d ,d yd sonlos
b k] bl > b} b
2 2 24 32 33 34 42 437 w4

valores de la submatriz del pivote a .
11
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1
=1 3
0 O

c) Calculando el menor del pivote a .

1 1 0
M, =det(-1 3 0)
0 0 1
1 3 0 ¢ 4 = (D(O0)-3)(0)=0
s o = DO-G0-
1 0
1o % = moo=o
-1 0
1 1 L
3 = (1)G)-(1)(1)=4

-1 3
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1 10
M, =Det ( =1 3 0 )=0)(0) + 0)0) + (1)4) = 4
0 0 1

d) Calculando el cofactor del Pivote a, .

A, = (DHLM, = (1)24= (H1)4=4

¢) Calculando la determinante de A.

A = gty =L =4

1.3.2.4. Calculo de la determinante de una matriz triangular

Sean una matriz triangular superior y una matriz triangular inferior.

a; 0 0 0
gy, Wz O a0
o Wy @iy = 0
anl an}‘. an} anl
[
a, a; a; .. a,
0 a, ay Az
0 0 ay as,
0 0 0 a
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La determinante de cualquiera de ellas es el producto de los
elementos de su diagonal principal.

Det(A)= l_[ a,
i=1

Ejemplo 46:

Sea la matriz triangular superior A

o O O =
S O = =
S W N =
- O O O

Se observa que los elementos de su diagonal son 1, 1, 3 y 1.
Entonces, la determinante de A es:

Det(A) = (H(MH3)(1)

Det(A) =3
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1.3.3. Propiedades de matrices y determinantes
1) A+B=B+A

2) (A+B)+C=A+B+C)

3) A+O=0+A=A

4  A+(-A)=(-A)+A=0

5  t(A+B)=rA+B

6) (r+s)A=rA+sA

7 (rs)A=1(sA)

8) ABC)=(AB)C

9 AB#BA

10) BA=AB siysolosiB=A"
11) AB=ACsiy sélo si B=C

12) IA=A y BI=B

13) AB+C)=AB+AC

14) (A+B)C=AC+BC

15) (AN=A

16) (A+B)"™=AT+BT"

17) (AB)"=B'A"
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18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)

29)

30)

124

(k) =rAT
(ATT=(AT )"
ay=Ir

Det(I)=1
Det(rA)=r"Det(A)
Det(AT)=Det(A)
A=A

1
-1— -1
(I‘A) = » A

AR
Det(A™) Det(A)
(AB)'=B'A"
IH=T

Adj(A)=[Adj (A)]"

AditAN=r"1 . Adj (A)
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EJERCICIOS RESUELTOS

. Escriba una matriz del orden que se indica a continuacion:

2) 1x1 ©)
b) 1x2 (3 6)
€) 2%l s
|7
d) 2x2 35
7 9
¢ 2x3 2 7 1
_8 9 0
a, 4, 4ag; a,
a, 4y a4y a,,
f) Mxn
a4y dj a,,
am] amZ am3 amn
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2. Verifique si las matrices A y F son iguales:

‘o 12340
6 7 8 9 10

Ji
F= le
f3|
Verificando que:
1)) Ay F tengan el mismo orden.
El orden de A es 2x5 y el orden de F es 3x1.

Se observa que A y I tienen 6rdenes distintos.

i) Los elementos de la primera sean iguales a los elementos de la
segunda, respectivamente.

Esta condicion ya no tiene que evaluarse porque no se estd
cumpliendo la primera condicion.

Por lo tanto, se concluye que A y F no son iguales.

3. ¢Qué se debe cumplir para que las matrices D y Q sean iguales?

D = (dll dlZ)

Q= (CIH ‘hz)
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Verificando que:
1) DyvQ tengan ¢l mismo orden

El orden de D es 1x2 v el orden de QQ es 1x2. Se observa que D y
Q tienen el mismo orden.

i) Los elementos de la primera sean iguales a los elementos de la
segunda, respectivamente.

Para que D sea igual a Q se requiere que d, =q, v d,=q,

Por lo tanto, se debe cumplir que sean del mismo orden 1x2 y que
dll ~y ¥ dxz ~— Y%

4. Indique el tipo de matriz de las siguientes:

(b b b b ) Vector Fila

1 12 13 14
all
a,, Vector Columna
as,

Matriz Nula
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1 1 1 0
01 20
00 3 0 ___ Matriz triangular superior _____
0 0 0 1
1 7 8 6]
01 9 35
0 01 2
000 0 Matriz escalonada
10 0 0 0

5. Dadas las matrices A y B:
10
A= 3 B B=
3 3 2 4

Halle

2) A+B
b) A-B
9 5A
d AB
e) B’
H B
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b)

33 [1
A+B= =+
3 3 2

3+1 3+0
A+B=
[3+2 3+4J

4 3
A+B=

15 15
5A =
(15 15)

1
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130

- (33

- |
|

> = B.BB

B 3

¥

3()+3(2) 3(0)+3(4)
3(1)+3(2) 3(0)+3(4)

9
9

o o) |

12
12

|
Wit

1(1) + 0(2)
2(1)+4(2)

0

1(1)+0(2)

10(1)+16(2) 10(0) +16(4)

1 0
42 64

0) (1 0
4) \2 4

10)+0(4)
2(0) +4(4)

1 0
2 4

1(0) + 0(4)
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f o= 8
) - 2 4
W m 12

0 4

6. Calcule 2(3A-B) — 3(B-2C) + 4[2(A+B-C) — 4A+3C)|
N 2R N R s ) B AR I
P00 01 3] T o -2 1 “lo 1 o0

Solucion:

Udlizando las propiedades de matrices

Sea D igual a 2(3A-B) — 3(B-2C) + 4[2(A+B-C) — (4A+3C)]
D = 6A-2B - 3B+6C + 4[2A+2B-2C — 4A-3C]

D = 6A-2B - 3B+6C + 4[-2A+2B-5C]

D = 6A-2B - 3B+6C -8A+8B-20C
D = -2A+3B -14C

& 3 2 -1 0 A 1 -1 2
= . +
0 1 3 10 =2 1

7 —% 1
'4010
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7. Calcule AB vy BA

Solucion:

AB =
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El otro producto,

Ba= |0 -1 | ']
10 2

-1
3 4 3 4 3
LRI
4 -1 5
gk =1 @& =3
10 -3 11

8. Halle la matriz X tal que

oo 0 ) 6 ol
2

133



Guia Didactica de Algebra Lineal

Solucioén:
Utilizando las propiedades de la suma de matrices

X:1—20_2—13
1 =2 1 0 1 2

feel =1 =3
X:
I =3 =1

9. Halle X e Y sabiendo que

X + ¥ = 31 -4
7 1 5

2X - 3Y =

=4 =3 2
—~f I =5

Solucion:

En este ejercicio se maneja un sistema de dos ecuaciones matricia-
les en el que cada variable X e Y es una matriz.

134



@ —2(1):
e -10 -5 10
-20 0 -15
(2 1 -2
Y= lao 3| T ©
(3) en (1):
[2 1 -2 (3 1 -4
X =
4 0 3 71 5
S L =4 [2 1 -2
X =3
71 5 4 0 3
T O -2
}\ ==
13 1 2}

10. Lleve las siguientes matrices a la forma de matriz escalonada y
luego a la forma de matriz reducida.

=] -2 =1 —2 =l
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b) =1

I
[\
Bo—= N =
uo |
(O8]
N U AN

Solucion:

1 1 3 -4
=1 =2 =1 —2 =1

Para obtener la forma escalonada, se efectian operaciones ele-
mentales en la matriz.

3 -3 § §
F2 + 2F4:
1 3 -4
=i =@ =1 =8 =}
11 -1 2 1
re+F1. |9 71 -2 00
0 1 1 3 -4
0 -1 =2 0 0
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1 1 -1 2 1
C1)F2: 01 2 0 0
01 1 3 -4
0 -1 -2 0 0
[1 & =1 2 ]
F4 + F2: 01 2 00
01 1 3 -4
00 0 0 0
[1 1 -1 2 ]
01 2 0 0
F3 - F2:
06 =1 3 =4
00 0 0 0]
[1 1 -1 2 1]
(-DF3: ph 8 ° K Respuesta.
0 0 -3 4
00 0 0 0]

Esta es la matriz escalonada porque satisface las condiciones esta-
blecidas en la seccion 1.2.8.1.

Ahora, para calcular la matriz escalonada reducida, se tienen que
efectuar operaciones elementales en la matriz escalonada.
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11 -1 2 1
p2-or3; (01 0 6 -8
00 1 -3 4
00 0 0 O
1 0 -1 -4 9
F1-F2: ¢l 1 & =&
00 1 -3 4
00 0 0 O
1 0 0 -7 5
010 6 -8
F1 + F3: Respuesta.
0 01 -3 4
000 0 O

Esta es la matriz escalonada reducida porque satisface las condi-
ciones establecidas en la seccién 1.2.8.2.

|
[\
S
w |
(8]
AN W AN
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Para obtener la forma escalonada, se efectian operaciones ele-
mentales en la matriz.

1 4 -3 6
F1 con F4: -1 2 -3 4
-2 1 3 5
4 1 3 2
1 4 -3 6
F2 + F1: 0 6 -6 10
-2 1 3 5
4 1 3 2
1 4 -3 6
0 6 -6 10
F3 + 2F1: a8 -3 17
4 1 3 2
1 4 -3 6
F4_4p1. |0 6 -6 10
0 9 -2 17
0 —15 15 -22
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1 4 -3 6
F4 + (15/6)F2: s
0 9 -2 17
00 0 3]
1 4 -3 6]
F3 — (9/6)F2: 0 % =¢ 10
0o o0 7 2.
00 0 3]
1 4 «3 &
(1/6)F2: 8 1 =i 33
00 7 2
00 0 3
1 4 =3 &
. D 1 =} 53 .
(1/7)F3: 00 1 27 espuesta.
00 0 3

Esta es la matriz escalonada porque satisface las condiciones esta-
blecidas en la seccion 1.2.8.1.

Ahora, para calcular la matriz escalonada reducida, se tienen que
efectuar operaciones elementales en la matriz escalonada.
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1 4 -3 6
F2 _ T3 0 1 0 29721
00 1 27
0 0 0 3
(1 4 0 48/7]
Fl + 303 0 1 0 29/21
0 0 1 2/7
000 3 |
1 0 0 20/21
0 1 0 2921
F1 —4F2: , Respuesta.
00 1 2/7
000 3

Esta es la matriz escalonada reducida porque satisface las condi-
ciones establecidas en la seccion 1.2.8.2.

11. Obtenga el rango de las matrices A y B
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4 1 3 2
b Be =1 3 -5 4
-21 3 5

1 4 -3 6

Para obtener el rango de una matriz, se tiene que llevar a su forma
escalonada y luego se efectua el conteo de los vectores fila no nulos.

Solucion:

1 1 -1 2 1 1 1 -1 2 1
01 2 0 0

2) B= su forma escalonada
) 0 1 1 3 —_4|su escalonada es 56 I =8 &
-1 -2 -1 -2 -1 00 0 0 0

y tiene 3 vectores fila no nulos. Luego, su rango es 2 (B) = 3

4 1 3 2 1 4 -3 6
-1 2 -3 4 01 -1 53
b) C = su forma escalonada es
-2 1 3 5 00 1 2%
1 4 -3 6 00 0 3

y tiene 4 vectores fila no nulos. Luego, su rango es £ (B) = 4

12.Dadas las matrices Ay B
3 3
A=
3 3

142
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Solucion:
3 3
Det(A) = ‘ 3 3 ‘ =33 -33=99=0

Det(A)=0, entonces, la matriz A no es invertible.

I O

Det(B) = = ()@-QO=40=4
2 4

Det(B) # 0, entonces, la matriz B es invertible.

13. Obtenga la inversa de la matriz A por el método de la adjunta
1 0
A=
2 4

Sidet(A) # 0, entonces, A sera inversible.

Solucion:

1
Det(A) = 5

0
4| =M@ -2)0) = 4-0 = 4

Luego, A es invertible.

Ahora se puede iniciar el método de la Adjunta.
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a) Hallando los cofactores de A:

Cof(1) = (-1)'*1.4 = +4

Cof(0) = (-1)"*2.2 = -2

Cof(2) = (-1*".0=0

Cof(4) = (-1)**2.1 = +1

L1 a7

b) Construyendo la matriz de cofactores de A:
Cof(A) = A =2
0 1

c) Obteniendo la matriz adjunta de A:

4 -2)
AdA) = |

4 0
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d) La determinante de A es

Det(A) ='; 2‘ = (1)@ -©@0) = 4-0 = 4.

e) Dividiendo Adj(A) entre Det(A), se obtiene:

4 0

Adj(A)_{—z 1} =(1 0)

Det(A) 4 ~0.5 025

Luego

o (10
~0.5 0.25

14.0Obtenga la inversa de la matriz A mediante la reduccién a la
forma escalonada de la matriz aumentada (A | I).

vl
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Solucion:

a) Construyendo la matriz aumentada (A |I)

(Am:[l 01 0}
2 4,0 1

b) Reduciendo la matriz aumentada
1 0i1 0]
0.25F, |

* o5 110 025
10 1 0]

F, - 0.5F, '
E (0 1:-0.5 0.25]
1 0: 1 0]

@] Ah) = |
10 1:-05 0.25]

¢) Entonces

o [0
~05 0.25
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dadas las matrices

-1 8 4 3 5 -1 40
A= B=
0 5 -1 2 2 1 3 7

Halle una matriz X que satisfaga la ecuacion 3B + 14 X=A

-64 44 -32 12
Respuesta. X =
-24 8 -40 -76

2. Halle los valores w, x, y, z que satisfagan la igualdad.

1 2 3 4 56 85
w x y z &1 2 ¥

Respuesta.  x=0, y=0, z=1, w=4

—_ o o ~

_— O e O

—_—— O -

S = = O
Il
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3. Sean las matrices

1 2 3 2 0 1
A= 12 5 3 B= 111 -4
1 0 8 3 7 =3

Si (AT + B") = 2(X-A") + 3B, halle la suma de las componentes de
la tercera fila de X.

Respuesta. La suma es -9

4. Lleve las siguientes matrices a la forma escalonada mediante

operaciones elementales:

1 =1 2 1 1 =1 2
Q) |-1 2 -1 =1 Respuesta. | 1 1 0
1 —2 ~1 3 0 0 1 -1
=1 2 L =2 =1 35
b) 0 1 1 0 Respuesta. O 1 1 0
I =2 =1 3 0 O 1 -1
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0 1 3 2 1 =12 2 12
b) L =1 4 | Respuesta. 0 ! 3 2
1 1 -1 2 0 O 1 15
0 3 -6 3 0O 0 0 0

5. Lleve las siguientes matrices a la forma escalonada reducida
mediante operaciones elementales:

o1 2 100 -7 13
2 3 0 4 2 010 6 -8
Dl 1 1 3 -4 SEPUEEL b o 1 =8 4
] =g =1 =3 =] 000 0 0
11 -2 3 10 23 -13 13
B)|2 1 1 1 -2| Respuesta. [0 1 -13 53 -83
1 2 0 3 -5 00 0 0 0

110 00 0 120

01 0 00 —1 110

0 0 0 0 1 1 10

100 1 10 0 100

0 1 0-101 0 0
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Respuesta.
(100 -1 01 1 10]
g 19=181 494 B
01 & 8 0 =1 110
000 O 1T 1 1 100
000 0 00 0 0

4 2
o 1 ; 3)3 4
==l @ 3 . _2 1 _3 5
2 -4 0 -
1 4 -3 6
Respuesta.  det(A) = 64 det(B) = -108

~

Calcule el valor de x si det(A-2B) = 3 e I es la matriz identidad.

x=2 -1 1 0
0 2 -1 1
3x+4 -1 -2 1
% -1 3 -2

Respuesta.  x = 1124
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8. Halle la inversa de las siguientes matrices

1 Z 3 2 0 1
A=12 5 3 B=1|1 1 -4
1 0 8 i 7 =3
Respuesta.
-40 16 9 Psa o Tse T lse
A%& | 18 =% =3 B'= |74 =% s
5 -2 =1 T — % 254

9. Verifique si la matriz A es invertible mediante el calculo de la
determinante.

~] =i =8

Respuesta.  l.a matriz A no es invertible

10. Verifique si la matriz A es invertible mediante la reduccion a la
forma escalonada

) =l =i

Respuesta.  La matriz A no es invertible
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11.Una compania fabrica llaves inglesas para tubos de 8, 14 y 18 pul-

gadas, y cada una de ellas de tres modelos: E es econémico, M
es medio y L es lujo. Cada mes produce 200 modelos E, 150 My
100 L de 8 pulgadas; 120 modelos E, 80 My 50 L. de 14 pulgadas;
y 180 modelos E, 200 M y 120 L de 18 pulgadas. Represente esta

informacion en una matriz y calcule la produccion de un ano.

Respuesta.
E M L
Llaves de 8” 2400 1800 1200
Llaves de 147 1440 960 600
Llaves de 18~ 2160 2400 1440

#Sabias que el matematico y astronomo indio Brahmagupta inventé el cero v que gracias a

los drabes lo introdujeron en Europa?

ro
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Introduccion

Los procesos y fenomenos que se dan en lo social, comercio,
transporte, construccion, agricultura, industria en general y en los
ambitos de la naturaleza, requieren ser conocidos por el hombre me-
diante modelos matematicos que faciliten el analisis de variables en
escenarios diversos.

Un sistema de ecuaciones lineales que integre dichas variables
permite representar y analizar, por ejemplo, los puntos de intersec-
cién de calles circulando trafico por ellas; los puntos de distribucion
de un producto conectados por medios de transporte que transportan
entre si esa mercancia; una red de irrigacién formada por canales con
sus puntos de conexion por el que se transporta agua para regar una
zona de cultivo; o un sistema eldstico (varilla metalica, membrana,
lamina, etc.) sobre dos ejes.

Por lo tanto, sera de utilidad el estudio de los tipos de sistemas de

ecuaciones lineales y las formas que éstos pueden adoptar a fin de
poder resolverlos con facilidad.
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2.1. La ecuacion lineal

2.1.1. Forma tradicional de una ecuacion lineal
Se presenta a una ecuacion lineal como la que sigue a continuacion:
Iz, + 2%, + 3z, =4

Donde las incognitas son x,, X, y x,; el término independiente es
4; y los coeficientes de la ecuacion lineal son 1, 2y 3.

Dicha ecuacion se resuelve hallando los valores de las incognitas
%, ¥ Ry
2.1.2. Forma matricial de una ecuacion lineal

Si se considera una matriz fila A, una matriz columna X y el na-
mero de columnas de A es igual al nimero de filas de X, entonces,
una ecuacion lineal estd definida cuando el producto escalar de dichas
matrices es igual a una constante.

De acuerdo a la seccion 1.1.11 sobre tipos de matrices, una matriz
fila se denomina vector fila, mientras que una matriz columna como
vector columna.

Sean las matrices A, X y el escalar b.

Donde:

A es de orden 1xn,
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A= [al @ Wy o an] ,conai € R',i=123,... n.

X es de orden nx1,

X = | x; | ,xj representa a las variables de un proceso, j=1,2,3,...,n.

b un escalar, b € R'.

Ahora, considérese el producto de la matriz fila A por la matriz
columna X, que de acuerdo a la seccion 1.2.4, el producto A. X es un
escalar b tal como se puede ver a continuacion:

_XJ
X

% =b

Esta es la forma matricial de una ecuacion lineal.

Efectuando el producto, se obtiene la forma tradicional de la

ecuacion lineal:

ax +ax +tax +...+ax =b
171 272 33 n n
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Donde:
ai representa a los coeficientes de la ecuacion
Xj representa a las incognitas de la ecuacion

b representa al término independiente de la ecuacion

La ecuacion lineal también se puede escribir en forma general de
la siguiente manera:

Yax, =k FLidS..n
j=1 '

2.1.3. Vector solucion de una ecuacion lineal

Sea la matriz o vector columna U cuyos elementos ui son escalares

u,
U,

u,

_U"J

Considerando la ecuacion lineal ax, + ax, + ax, +...+ anxn
= b y el vector solucion U definido cuando los u satisfacen a dicha
ecuacion, Es decir, cuando X, =u,, X, =2, X, =0, ,... X, T2

Ejemplo 1:
Sea la ecuacion lineal 1x, + 2x, + 3x, = 4 y un vector solucion U

= (-1, 1, 1), se verifica que el vector solucion U satistace la ecuacion
lineal, tal como se verifica a continuacion:

160



Roberto Miranda North

La ecuacion lineal 1x, + 2x, + 3x; = 4 se puede reescribir como
el siguiente producto:

X, %
[1 2 3] X, | =4, siendo el vector columna X = | X,
%, X3

El vector solucion U = (-1, 1, 1) se puede reescribir:

Haciendo X = U en la ecuacion lineal, se tiene:

=]
12 3] |1 =4
1
Efectuando el producto:
MEH+@M + M) = 4
1+ 2 + 3 =4
4 =4

Se observa que al reemplazar el vector solucién U en la ecuacion
lineal se llega a la identidad 4=4. Luego, se reconoce a U=(-1,1,1)

como el vector solucion de la ecuacion lineal 1x, + 2x, + 3x, = 4.
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También, se pudo reemplazar directamente los componentes del
vector solucion U en la forma general de la ecuacion lineal

1%, +2x3 +3x, =4

1¢-1) + 2(1) + 3(1) = 4
4=4

2.1.4. Casos de soluciones de ecuaciones lineales segun
sus coeficientes y término independiente.

Sea la ecuacion lineal

[x, ]
X,
[al a, d; an] Xy =b
_.‘("~
Se analizan los siguientes casos:
)y 4 #0
i) yiLai=0y b#0
) Viai=0y b=0
2.1.4.1. Caso l: a #0
X,
3
PR I I R

| X, J
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ax +ax +ax +..bax = b

Dando valores a x, x,...y x , se halla un valor para x.. x, depende
2273 n 1 1
de las otras incognitas. Entonces, una ecuaciéon con mas de una
incognita tiene infinitas soluciones.

2142.Cas02:Vi,a=0y b #0

[0 0 0 .. 0] |nx e

0x, +0x, + 0x, +...+ 0x_ =b
Se observa que Ox, + 0x, + Ox, +...+ Ox_es cero porque toda can-
tidad multiplicada por cero resulta cero. Entonces, la ecuacion lineal
queda asi:
0=b
Ademis, la condicién del caso expresa que b# 0.
Como es imposible que se cumplan 0=b y b #0 simultineamente,

se concluye que la ecuacion de este caso no tiene solucion. Es decit,
X no tiene vector solucion U.
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21.43.Cas03: Yi,a =0y b=0

[0 0 0 .. 0] [x,] =0

0%, # Ox, +0x, ...+ 0x =0
Como el producto 0x es cero, la sumatoria de los 0x, es cero en el
miembro de la izquierda de la ecuacion. Entonces, cualesquier valores

de las incognitas satisfacen la ecuacion.

Todo vector U = (u, u,, u,,...,u ) es solucion de la ecuacion.

2.1.5. Casos de ecuaciones lineales segin sus incognitas.
Se presentan los siguientes casos:

1) Una sola ecuacion con dos incognitas.

ii) Una sola ecuacion con tres incognitas.

i) Una sola ecuacion con mas de tres incognitas.

2.1.5.1. Una sola ecuacion con dos incognitas tiene como

conjunto solucion

Una recta en el plano. En general, esta ecuacion es a x +a,x,=b.
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Ejemplo 2:

Sean el plano formado por los ejes x, y x,, y la ecuacion lineal
dada por x,+x,=1.

La recta L es el conjunto de pares ordenados (u,, u,) y constituye
el conjunto solucion de la ecuacion lineal x +x,=1.

X')
A L
> X,
Figura 2.1
Su forma matricial es:
Xy
[I 1] =1
X5
Su vector solucién es:
U,
U=
U,
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Reemplazando el vector soluciéon U en el vector X:

Reemplazando u, y u, en la ecuacion lineal: u,+u =1
Y despejando u,, se tiene: u, = 1-u,

Se observa que a cada valor de u, le corresponde un solo valor de

Resumiendo U:

—ul
U=

| ¥
g |

| 1—a;

Asignando U a X:
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Dando diversos valores a u, se tiene el conjunto solucion U o
conjunto de pares ordenados (u,, u,) de la recta L.

2.1.5.2. Una sola ecuacion con tres incognitas tiene como
conjunto solucion un plano en el espacio.

En general, la ecuacion es a, x,+a, x,+a, x,=b..
Ejemplo:

Sean el espacio formado por los ejes x, , x, y x,, y la ecuacion lineal
dada por x +x,+x,=1.

Elplano es el conjunto de pares ordenados (u,, u,, u,) y constituye
el conjunto solucion de la ecuacién lineal x +x,+x.=1.

v
o

xl-i“x2+x3 =1

Figura 2.2
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168

Escribiendo sus coeficientes explicitamente

1X1+1X2+1X3 =1

Su forma matricial es:

X
11 x| =
X3
Su vector solucion es:
U
U= u,
ll3
Xy
Reemplazando el vector solucion U en el vector X = | X3
X3
Xy U,
x| = |6
X3 Uy
Xl - ul
X, = u,
X,=u



Roberto Miranda North

Reemplazando u, u, y u, en la ecuacion lineal: u, +u,+ u, =1.
Y despejando u,, se tiene:u, = 1-u, -u,.

Se observa que a cada valor de u, le corresponde un solo par de
valores de u y u,.

Resumiendo U:

ul
U= uz
[ #3
u,
U= U,
1—u, —u,

Asignando U a X:

X u
X2 - U,
X5 1=24, =i,

Dando diversos valores a u, y u, se tiene el conjunto solucion U o
conjunto de pares ordenados (u,, u,, u,) del plano 7 .
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2.1.5.3. Una sola ecuacion con mas de tres incognitas tie-
ne como conjunto solucién una interpretacion geométrica
muy dificil de representar graficamente.

En general, la ecuacion es ax tax dax .. .+ax =b

2.2. El sistema de ecuaciones lineales

2.2.1. Forma tradicional de un sistema de ecuaciones li-
neales.

Recordando a un sistema de ecuaciones lineales como el que sigue
a continuacion:

1xl-2x2+ lx3 =7

2X1 = 5%, + 2x3 =6
3xl + 2x2 - lx_; =1

Donde las incognitas son x,, x, y x;; los términos independientes
son 7,06y 1;ylos coeficientes del sistema son 1,-2,1,2,-5,2,3, 2y -1.

Dicho sistema se resuelve hallando los valores de las incognitas
KX, ¥ By,

En general, un sistema de ecuaciones lineales puede tener un
numero de ecuaciones distinto al numero de incognitas.
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2.2.2. Forma matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Si se considera una matriz rectangular A de mxn, una matriz co-
lumna X de nx1 y el nimero de columnas de A es igual al nimero de
filas de X, entonces, un sistema de ecuaciones lineales esta definido
cuando el producto escalar de dichas matrices es igual a una matriz
columna B de mx1. En general, m # n.

A es de orden mxn,

ay dyy ds a,
dyy Ay, Ay a,,

A= |4y 4y Gy .. 4y, | cona €R'ei,j=1,2,3,...,n
aml amZ amS anm

A se denomina matriz de coeficientes o matriz asociada del
sistema.

X es de orden nx1,

X
Xy
X=X, X, representa a las variables de un proceso, con j=1,
W N T o
_'xn

X se denomina matriz de las incognitas.

B es de orden mx1,
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b,
b,
B= b3 , bi representa a los términos constantes, bi €R!' con
=12 ; 3500,

B se denomina matriz de los términos independientes.

Ahora considérese el producto de la matriz A por la matriz colum-
na X, que de acuerdo a la seccion 1.2.4, el producto A.X es igual a la
matriz de escalares B.

AX=B

ILa ecuacion A.X = B se denomina forma matricial de un sistema
de ecuaciones lineales.

La forma matricial detallada de la ecuacion A.X=B se escribe de
la siguiente manera:

ay  dyp 4 a,, - ] b,
Ay Uy dy - a4y, %, b,
asy 4y dzz ... Oy, 2 = b,
x, | b
n m
aml amZ am3 - amn - - -
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Efectuando el producto indicado en el primer miembro de la
ecuacion matricial, se tiene:

a X, T a,»X, + a, ;X5 iz a,x, b]

Ay X, + AypXy 4 ApXy+ .. aGyX, b,

Xt X+ At o Gy%, | = | b,

a. .xX o n X a - x a..x —b"’—
ml7*] m27+2 m3°3 mn~"n

De acuerdo a la definicion de igualdad de matrices de la seccion
1.1.10, una fila de la matriz del primer miembro es igual a la respectiva
fila de la matriz del segundo miembro.

Luego, la forma matricial del sistema se puede convertir a la forma
tradicional de un sistema de ecuaciones lineales, como sigue a conti-
nuacion:

3% +a,.% +a.% F.ta anb
By T A F A%, b 8% =b

2n"'n 2

a31X1 b a?ZXZ - a}SXS *...t a.%nxn = b%
2% + amz;iz +a x +...+a x =b_
Donde:
a, representa a los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

x representa a las incognitas del sistema.

b representa a los términos independientes del sistema.
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El sistema de ecuaciones lineales también se puede escribir en
forma general de la siguiente manera:

Sea la matriz columna U= | , | cuyos elementos u, son escalares

Y el sistema de ecuaciones lineales

N o =
a, G, Qaj; a,, le b,
@ Gy Ay az, x; b,
ay 4z, Q4 as, x| | b
- 5 b
L™ n | L m_|
aml aml am3 gt amn

Se dice que el vector solucion U esta definido cuando los u

satisfacen a dicho sistema. Es decir, cuando x, = u, x, = a, x, = u,

e X = U
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Ejemplo 4:

Sea el sistema de ecuaciones lineales

} =2 1 :
2 =5 2 Xy =
3 2 =l s 1

con el vector solucion U = (2, 8, 21), se verifica que el vector solucion
U satisface el sistema tal como se ve a continuacion:

El vector solucion U = (2, 8, 21) se puede reescribir asi:

Reemplazando las variables X, del sistema con los componentes
de U, se tiene:

1 =2 1 2 i
2 =5 2 8 =
3 2 =l 21 1
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Efectuando el producto en el miembro de la izquierda, se tiene:

1)+ (2®)+ 121
22)+  (=5)®) 22D -
32+ 28+ (=D I

Se observa que al reemplazar el vector solucion U en la ecuacion
lineal se llega a la identidad

7 7
6 = 6
1 1

Luego, se reconoce a U = (2, 8, 21) como el vector solucion del
sistema de ecuaciones lineales

I =2 1 X,
2 _5 2 x2 =
32 1) |=x
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2.2.4. Tipos de sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales puede ser cuadrado, rectangular

u homogénco.

2.2.4.1. Sistema cuadrado de ecuaciones lineales

Un sistema cuadrado de ecuaciones lincales es aquel sistema que
tiene n ecuaciones v n incognitas. Es decir, el numero de ecuaciones
es igual al numero de incognitas. Su forma matricial desarrollada se

puede ver a continuacion:

I T A X, 2
dy Ay dyy e 4y, X, /):
Gy iz @iy e Gy X, = b,
a, G4,» 4a,; .. 4, R hn
Su forma simplificada es:
AX =B

La matriz asociada es A de orden nxn.
LLa matriz de incognitas ¢s X de orden nx1.
La matriz de términos independientes es B de orden nx1.

2.2.4.2. Sistema rectangular de ecuaciones lineales
Un sistema rectangular de ecuaciones lineales es aquel sistema que
tiene m ecuaciones v n incognitas. Es decir, el nimero de ecuaciones

es diferente al nimero de incognitas. Su forma matricial desarrollada
se puede ver a continuacion:
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. 7 Ca 7
G By g e iy ('\I by
iy Wy Why e Wy, %3 b,
a;, Qa; Q3 ... 4, X, b;
Qui Qpz Q3 a,,) X ] ..b'"
Su forma simplificada es:
AX=B

[.a matriz asociada es A de orden mxn.
La matriz de incognitas es X de orden nx1.
La matriz de términos independientes es B de orden mx1.

2.2.4.3. Sistema homogéneco de ecuaciones lineales

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales es aquel sistema
que tiene todos los términos independientes b, iguales a cero.

El sistema homogéneo puede ser rectangular, cuando el nimero
de ecuaciones es diferente al nimero de incognitas; m # n.

También, un sistema homogéneo puede ser cuadrado cuando el
numero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas; m=n.

i

-]
o0



En general, un sistema homogéneo tiene la siguiente forma:

Il

ay,

3

nl

Su forma simplificada es

LLa matriz asociada es A de orden mxn.

72
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n3

nn

AX=0

La matriz de incognitas es X de orden nx1.

La matriz de términos independientes es B de orden mx1.

De acuerdo a la seccion 1.1.11 de tipos de matrices, O mayiscula

es la matriz cero. Entonces, B=O_ .

2.2.5. Resolucion de un sistema cuadrado de ecuaciones

lineales

Un sistema con un numero de ecuaciones igual al nimero de in-
cognitas, se puede resolver por el método de Cramer, el de elimina-
cion de Gauss-Jordan, el de eliminacion de Gauss y el de la inversa de
la matriz de coeficientes.
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2.2.5.1. Resolucion de un sistema cuadrado de ecuaciones
lineales por el método de Cramer

El método de Cramer utiliza un cociente de determinantes para
cada incognita.

Sea el sistema cuadrado de ecuaciones lineales

AX=B
o

a,, 4, dj a, _xl— _bl—
Ay 4y, dys a,, X, b,
as;  Q4s,  diy as, : = b

B b

n n
anl anZ an3 L ann - -

El método de Cramer tiene los siguientes pasos:

a) Identificar las matrices A, X y B.

A deordennxn, X= |X; | y B= |b

™)
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b) Verificar que A es una matriz invertible para poder aplicar el mé-
todo de Cramer.

¢) Hallar una matriz Ck obtenida de A al reemplazar la k-ésima co-
lumna de A por el vector columna B.

det(B,)
det(A)

d) Calcular la solucion dnica dada por x, = parak=1,...,n

Ejemplo 5:
Resuelva el sistema por el método de Cramer

5x] —2x2+ 1x3 =1
3x]+2x =3

2
2

Iz +1x = 1%, =0
Solucion:

a) Identificar las matrices A, X y B.

-2 1 X 1

2 0 x, | = |3

1 1 -1 - 0
3 =d % 1
A= |3 2 0 X=|x, B= |3
1 =] X 0

b) Verificar que A es una matriz invertible. Excepto cuando el pro-
blema lo declare.
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De acuerdo a la seccion 1.1.11.4 literal j, sobre tipos de matrices
cuadradas, A sera invertible cuando det(A) = 0.

5 =3 1
Det(A) =[3 2 0 |= -15 Det(A)= 0.
11—l

Luego, A es una matriz invertible y se puede aplicar el método de
Cramer.

c) Hallar una matriz C_obtenida de A al reemplazar la k-ésima co-
lumna de A por el vector columna B.

1
Para k=1, la 1ra.columna de A es reemplazada por |3

0

1
3 @) ) >€={F 2 8] =Belif)es
0

1

0
I —
5 =2 1} [i 51 1
2 0| [3] =C,=[33 0| = Dex(C)=-15
1 ~1f {0 1o -1
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|
Para k=3, la 3ra.columna de A es reemplazada por |3
0
v |
5 -2 1 1 5 =2 1
3 2 0 3| =C,= |3 2 3| — Det{Cy=-20
1 1 -1 0 I (R

. e i P dei((,
d) Calcular la solucion anica de cada incognita, dada por x = deL "))
para k=1,...,n
det(C)) -5 |
Para k=1,x, = = =
- det(A) =15 3
det(C,) -15
Para k=2, x, = o= =1
- det(A4) -15
: det(Cy)  -20
Para k=3, x, = = ==
det(A) -15 3
Iy
Luego, el conjunto solucion del sistema es U = 1 |, El sistema ¢s
consistente porque tiene solucion, .
2.2.5.2. Resolucion de un sistema cuadrado de ecuaciones

lineales por el método de eliminacion de Gauss-Jordan

El método de eliminacion de Gauss-Jordan utiliza las operaciones
clementales para obtener la forma escalonada reducida de la matriz

ampliada del sistema.
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Sea el sistema cuadrado de ecuaciones lineales
AX=B

El métod() dG ehIXllIlaCl()Il de GauSS— ()rdilll tiene l()S S1 entes
gul
paS()S.

a) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particién y la matriz B esta a la derecha.

b) Efecttie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) a (I |
U). Se llega a (I | U) porque se tiene un sistema cuadrado.

c) Entonces, el conjunto solucion del sistema es U.

Ejemplo 6:

Resuelva el sistema cuadrado de ecuaciones lineales por el método
de eliminacion de Gauss-Jordan.

1 -2 1 %
2 =5 2 X, | =
2 2 =1 o

Solucion:

a) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particion y la matriz B esta a la derecha.

I =2 1 X 7
A= 2 -5 2 X=X, B= 6
i 2 =i X, I
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| =2 11 7
A[B)=|2 -5 26
302 -1 1

b) Efectie operaciones clementales en fila para reducir (A | B) a

(1| D).

(1 -2 1 7]
2 -5 2.6
32 =11
=2 1 7
FHeF #F, + 3F; 0 -1 0:-8
0 8 4:-20
-2 1: 7]
(-1 i() I 9L 8 }
0 8 4i-20]
[T 0o 1 23
F+@2)F, v +(-8)1 61 of 8
0 0 —4:!-84

1 0 123
LI 0 1 () 8
10 0 1:21]
(1 0 0! 2]
FACIF; 01 0
0 0 1621
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Lucgo,

1 0 012
01 08| = 1|y
0 1:21

(8]

¢) Entonces, ¢l conjunto solucion del sistema es U =

I
8 op

2.2.5.3. Resolucion de un sistema cuadrado de ecuaciones

lincales por ¢l método de eliminacion de Gauss.
Il método de elimimacion de Gauss utiliza las operaciones ele-
mentales para obtener la forma escalonada de la matriz ampliada del

sistema.

Se puede revisar la seccion 2.2.6.1 donde se aplica ¢l método de

chminacion de Gauss en la resolucion de una sistema rectangular,

2.2.5.4. Resolucion de un sistema cuadrado de ecuaciones
lineales por el método de la inversa de la matriz de coefi-
cientes.
Sca ¢l sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
AX=B
St la matriz de coeticientes A es una matriz invertible de tamano

nxn, ¢l sistema ¢s compatible determinado v su unica solucion es

A'B.
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Ejemplo 7:
Dado el siguiente sistema
X +idm, +5m. =5

2Xl +oxtan =5
X, + 8%, =17

Solucion:

I.a forma matricial desarrollada del sistema es

12 3] [x
Z2 5 3 x| =13
1 0 8 X, 17

La matriz de coeficientes es A=

—_ N —
(e IS
o0 W W

Para verificar si A es invertible se puede construir la matriz (A | T)
tal como se ve a continuacion:

1 23100
2 53010
1 © BiD 8 i

Efectuando operaciones elementales hasta que el lado izquierdo
se reduce a I donde la matriz final tendrd la forma (I | A')
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Se obtience

1 0 O0:-40 16 9
1 0: 13 -5 -3
G0 1) 53 =2 =i
Se observa que la matriz A es inveruble v su inversa es
-40 16 9
A = 13 -5 -3
5 -2 -1

Retomando el sistema, su solucion es
-40 16 9 5

X=A'B= 13 =5 —3
5 —2 —I 17

O bien,
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2.2.6. Resolucion de un sistema rectangular de ecuaciones
lineales

Un sistema lineal con un nimero de ecuaciones diferente
al nimero de incognitas, se puede resolver por el método de
eliminacion de Gauss y por el método de eliminacion de Gauss-
Jordan.

Como se puede apreciar en la seccion 2.2.6.2, Gauss-Jordan
trabaja hasta la forma escalonada reducida mientras que en la
seccion 2.2.6.1, Gauss opera hasta la forma escalonada.

2.2.6.1. Resolucion de un sistema rectangular de ecuacio-
nes lineales por el método de eliminaciéon de Gauss

Consiste en la reduccion a la forma escalonada de la matriz
ampliada del sistema mediante operaciones elementales.

Cabe destacar que el método de eliminacion de Gauss tam-
bién se puede aplicar a cualquier sistema de ecuaciones lineales.

En general, sea el sistema rectangular de ecuaciones lineales.

1 -6 4 3 EN b, |
0 1 -916 -14] |x, b,
Xz = b3
_x" _bm_

o,

AX=B
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tas

a)

190

Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particion y la matriz B esta a la derecha.

Efectie operaciones elementales en fila para reducir la matriz am-
pliada del sistema (A | B) a la forma escalonada. No se tiene que
llegar a (I | U) porque el sistema no es cuadrado, ahora es rectan-
gular.

Entonces, el conjunto solucién del sistema se deduce a partir de
la forma escalonada con la técnica de sustitucion hacia atras o
simplemente por inspeccion.

Ejemplo §:

Resuelva el sistema rectangular de 4 ecuaciones con tres incogni-
por el método de eliminacién de Gauss.

2 -4 2 P — 1)
3 —4 3 ‘ I
X =
4 -8 3 * -2
0 0 =l X3 2
Solucion:

Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particion y la matriz B esta a la derecha.

2 -4 21-2
2 -4 3.-4
(A|B)= :
4 -8 31 -2
0 0 -1 2
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b) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) a la
forma escalonada.

2 4 2]-=3
2 -4 3,-4
b =8 B =3
0 0 —1:2
1 <2 131
2 -4 3)-4
(T 4 -8 31-2
0 0 -1 2
i <8 13-
0 0 1.-2
F,+(-2)F, y E,+(-4)F ; :
Ry BTN 0 0 -1 2
0 ~1t 2
XI XZ X,‘)
1 -2 1;-1
EAF, yE+F,; ¢ 67 :_2
B 0 0 00
0 0 0!0

A continuacion, se procede a buscar el vector solucion.
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c) Elvector solucion del sistema se deduce de la forma escalonada

Esta forma escalonada tiene 3 columnas de incognitas y una cuat-
ta de términos independientes.

[ -2 1:!-1
0 0 1:!-2
0 0 0'0
0 0 0

Son 3 incognitas: X, X, V X,
& 1 2/ 3

Eista forma escalonada tiene 4 filas donde las dos primeras tienen
pivote, también denominado uno principal.

Un pivote es el primer 1 de la fila o el primer 1 a la derecha de
ceros.

Son 2 pivotes.

Las dos ultimas filas estan llenas de ceros por lo que no se consi-
deran para simplificar el trabajo. Normalmente, deberfa existir un pi-
vote en cada fila de acuerdo al numero de variables. Si son 3 variables,
entonces, deberfan haber 3 pivotes.
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Pero en este ejemplo, la forma escalonada tiene 2 pivotes y 3 varia-
bles. En casos como estos, las variables se clasifican en variables libres
y variables ligadas. Las variables libres asumen un parimetro mientras
que las variables ligadas se expresan en funcién de las variables libres.

El nimero de variables ligadas es igual al nimero de pivotes.

Si se tienen 2 pivotes, entonces, son 2 variables ligadas.

Se tiene uno principal en la columna 1 de la primera fila. Entonces,
x, es variable ligada.

Se tiene un uno principal en la columna 3 de la segunda fila. En-
tonces, x, es variable ligada.

El nimero de variables libres es igual a la diferencia del nimero de
incognitas con el nimero de pivotes.

Si se tienen 3 variables y 2 pivotes, entonces, es 1 variable libre
(3-2=1).

Aqui no hay uno principal.
Entonces, x, es variable libre

Is=2 13-
00 1:-2
0 0 0:0
0 0 0:0
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Las variables ligadas x, y x, se pueden calcular cuando se asignan
valores cualesquiera a la variable libre x..

1 —2 1 -1
Xy

0 0 1 -2
A =

0O 0 O 0
X3

0O 0 O 0

Sea U el vector sclucién del sistema

Donde u, u, y u, representan a los valores que pueden tomar las
variables x, x, y x, respectivamente. Es decir, x,=u , x,=u, y x,=u,.

Reemplazando el vector U en el vector X.

1 -2 1 -1
%

0 0 1 -2
X, | =

0O 0 O 0
s

0O 0 O 0

Efectuando el producto indicado del primer miembro de la forma
matricial del sistema, se tienen las ecuaciones (1) y (2):

W, - 2u2 $w, = -1 1)

Ou1 + Ou2 T, = -2 (2
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Hallando el valor u, a partir de la ecuacion (2):
u, = -2 (3
Reemplazando (3) en (1):

a = Zn, + 1=

1

Despejando u, se obtiene:

= 12 4

1

(3) v (4) en el vector solucion U:

u, 1+ 2u,
U= |u, | = L ©)
7R =g

Se observa que u, depende de u,, y a su vez, u, puede adoptar todo
valor real. Pero u, tiene el valor -2 fijo.

Asignando cualquier valor a u, se obtiene el vector solucion res-
pectivo de acuerdo a la terna dada en (5).
2.2.6.2. Resolucion de un sistema rectangular de ecuacio-
nes lineales por el método de eliminacién de Gauss-Jordan
El método de eliminacién de Gauss-Jordan utiliza las operaciones

elementales para obtener la forma escalonada reducida de la matriz
ampliada del sistema.
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Sea el sistema rectangular de ecuaciones lineales
AX=B

El método de eliminacién de Gauss-Jordan tiene los siguientes
pasos:

a) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A esta a la
izquierda de la particion y la matriz B estd a la derecha.

b) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) a (I |
C.

c) Entonces, el conjunto solucion del sistema se deduce de (I|C).
Ejemplo 9:

Resuelva el sistema rectangular de ecuaciones lineales por el méto-
do de eliminacion de Gauss-Jordan

3x] —2x, +3x3=5
2)(1 +4X2 — x3:2

Solucion:

d) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particion y la matriz B esta a la derecha.

>
los]
. S
I
—
o W
-bl
I w
o
R
{ [ |
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¢) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) a (I

| D).
[3 -2 3 5]
2 4 =] 3
[1 -6 4 3]
B~
: 2 4 -1 2
F,+ (-)F;: 9
16
1 -6 4 3
Sl 0 1 -916 —l/4
9
F + (6)F
1 ) 16

El sistema equivalente es:
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Pasando x, al segundo miembro:

5
1x1 -i-Ox2 = = g X,
- 9
Ox, +1x, =-" + 16 X,

2 T4 T1e S

Haciendo x, = t, tenemos:

_ 3 5
X, = - Tt
2 8
9
x2:—1+ t
4 16
X, = t

Entonces, el conjunto solucién del sistema es:

3 5
-t
2 8
u= [-1.9,
4 16
t
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2.2.7. Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo

Un sistema homogéneo puede ser rectangular o cuadrado. Cabe
recordar que este tipo de sistema tiene una matriz de términos inde-
pendientes igual al vector cero.

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo se
puede alcanzar por el método de eliminacion de Gauss-Jordan y por
el método de eliminacion de Gauss.

Como se puede apreciar en la seccidén 2.2.7.2, Gauss-Jordan tra-
baja hasta la forma escalonada reducida mientras que en la secciéon
2.2.7.1, Gauss opera hasta la forma escalonada.

2.2.7.1 Resolucién de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo por el método de eliminacion de Gauss

Consiste en obtener la forma escalonada de la matriz ampliada del
sistema homogéneo mediante operaciones elementales.

Cabe destacar que el método de eliminacion de Gauss también se
puede aplicar a cualquier sistema homogéneo de ecuaciones lineales
sin importar el nimero de incognitas ni el nimero de ecuaciones.

Ejemplo 10:

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales homogéneo por el mé-
todo de eliminacién de Gauss.

(0%}
I
w
[\
=
~o
Il
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Solucién:

a) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A estd a la iz-
quierda de la particién y la matriz B esta a la derecha.

AlB=13 -3
=] =]

oS o O

b) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) a la
forma escalonada.

12 -1:0

3-3 210

-1 -1 6.0

[1 2 -1:0
F,+(-3)F,y F+F; 0 -9 5:0

0 -9 50

1 2 -1:0]
F+(1)F,; ~3 340

0 0 0:0

(1 2 -1:0]
- 19)F, : 0 1 =510

00 0 0]
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10 %10
F +(-2)F, 01 —5:0
00 010

c) El vector solucion del sistema se deduce de la forma escalonada.

Esta forma escalonada tiene 3 columnas de incognitas y una cuarta
de términos independientes.

x, X, x, b
10 14 10
0 1 =510
00 010

Son 3 incognitas: X, X, y X,.

Esta forma escalonada tiene 3 filas donde las dos primeras tienen
pivote, también denominado uno principal.
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Un pivote es el primer 1 de la fila o el primer 1 a la derecha de
ceros.

Son 2 pivotes.

La ultima fila esta llena de ceros por lo que no se considera para
simplificar el trabajo.

Normalmente, deberfa existir un pivote en cada fila de acuerdo al
numero de variables. Si son 3 variables, entonces, deberian haber 3
pivotes.

Pero en este ejemplo, la forma escalonada tiene 2 pivotes y 3 varia-
bles. En casos como estos, las variables se clasifican en variables libres
y variables ligadas. Las variables libres asumen un parametro mientras
que Jas variables ligadas se expresan en funcion de las variables libres.

El nimero de variables ligadas es igual al nimero de pivotes.

Si se tienen 2 pivotes, entonces, son 2 variables ligadas.

L1001, 10
Uno principal 0 1 - 59 : 0
00 010

Se tiene uno principal en la columna 1 de la primera fila. Entonces,
x, es variable ligada.

Se tiene un uno principal en la columna 2 de la segunda fila. En-
tonces, x, es variable ligada.

El numero de variables libres es igual a la diferencia del nimero de
incoégnitas con el numero de pivotes.
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Si se tienen 3 variables y 2 pivotes, entonces, hay 1 variable libre

(3-2=1).

Aqui no hay uno principal.
Entonces, x, es variable libre

10'19 0
0 15
0 0:0 0

Las variables ligadas x, y x, se pueden calcular cuando se asignan
valores cualesquiera a la variable libre x..

La forma escalonada no tiene pivote en la tercera columna de la
tercera fila. Entonces, se toma la variable x, como variable libre.

Se tiene pivote 1 en la columna 1 de la primera fila. Entonces,
existe una variable ligada x,.

Se tiene pivote 1 en la columna 2 de la segunda 2. Entonces, existe
una variable ligada x,.

Las variables ligadas x, y x, se pueden calcular cuando se asignan
valores cualesquiera a la variable libre x..

Retomando la forma escalonada:

10 1, 0
O ]. —59 O
00 0 O
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1o 4] [x 0
O 1 _59 x2 = O
00 0] |x 0

Donde u, u, y u, representan a los valores que pueden tomar las
variables x , x, y x, respectivamente. Es decir, x =u , x,=u, y x,=u..
1 27 73 1 1 2 2773 3

Reemplazando el vector U en el vector X:

1 0 1 u, 0
O 1 - Sg u2 = 0
0 0 O u, 0

Efectuando el producto indicado del primer miembro de la forma
matricial del sistema, se tienen las ecuaciones (1) y (2):

u +0u, +%u,=0 (1)
Oul +lu2 = 5 u3:0 2

Asignando un valor arbitrario t" a u3

u, =t ©)
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Reemplazando (3) en (1):
Ll]+ IL) t=20
Despejando ul se obtiene:

u = -lgt 4

1
Reemplazando (3) en (2):

W, = SL) t=10

Despejando u, se obtiene:

5

u, =79t (5)

Reemplazando (3), (4) vy (5) en el vector U:

u, =gl
U= |u, | = 3ot (6)
u, t

Se observa que u yu, dependen de ., ¥ 45U vez, U, puede adop-
tar cualquier valor real t.

Haciendo un ensayo con t=0, se tiene:

l(l - 1()’ = I‘)(O) O
= lrlz = SL, 1 = 54) (0) = 0
i, t 0 0
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Haciendo un ensayo con t=9, se tiene:

u, = ot =1(0) -1
U=|u,| = | 5%t | =|%0) | =15
u, t 0 2

En general, asignando cualquier valor a t, ya que u,=t, se obtiene
el vector solucion respectivo de acuerdo a la terna dada en (6).

2.2.7.2 Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo por el método de eliminacion de Gauss-Jor-
dan

Consiste en obtener la forma escalonada reducida de la matriz
ampliada del sistema mediante operaciones elementales.

Cabe destacar que el método de eliminacién de Gauss-Jordan
también se puede aplicar a cualquier sistema homogéneo sin importar
el nimero de incégnitas ni el nimero de ecuaciones.

Ejemplo 11:

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales homogéneo por el
método de Gauss-Jordan.

2x =3y + z=0

x+ y— z=0
4x +2y +32=0
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Solucion:
}9 =3 1 O
1 -1 0
4 2 3 0
1 1 -1 0]
7 =3 1 B
4 2 3 0]
(1 1 -1 0]
0 -5 3
0 -2 0]
i =1 #
0 1 -18 0
0 -2 7 0
1 0 17 0
01 -18 0
0 0 -29 0
1 0 17 0
O 1 <18 O
00 1 0
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o o =
o - o
- o o

o o o

El conjunto solucion es:

(&
Il
S O O

Es decir,x = 0,y = 0, z = 0. El sistema tiene solucion trivial unica.

Ver la seccion 2.2.8.6 sobre soluciones triviales.

2.2.8. Tipos de soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales

2.2.8.1. Sistema consistente

Un sistema que tiene solucion es consistente. En caso contrario, el
sistema es inconsistente.

2.2.8.2. Sistema compatible

Un sistema de m ecuaciones y n incognitas es compatible si la
matriz escalonada reducida resultante no tiene un uno principal en la
ultima columna.
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El teorema de Rouché-Frobenius dicta que un sistema es compa-
tible si, y solo si, las formas escalonadas de la matriz ampliada del sis-
tema y la de coeficientes tienen el mismo numero de unos principales.

2.2.8.3. Sistema compatible determinado

Un sistema compatible con todas las columnas excepto la ultima
tienen un uno principal, entonces, el sistema es compatible determi-
nado.

También, la matriz escalonada reducida de los coeficientes tiene n
unos principales.

El teorema de Rouché-Frobenius dicta que un sistema es compa-
tible determinado si, v solo si, el numero de unos principales coincide
con el numero de incognitas.

2.2.8.4. Sistema compatible indeterminado

Un sistema compatible con alguna columna que no es la altima no
tiene uno principal, entonces, el sistema es compatible indetermina-
do. Y tene solucion paramétrica.

El teorema de Rouché-I'robenius dicta que un sistema es com-
patible indeterminado si, v sélo si, el nimero de unos principales es
menor que el nimero de incognitas.
2.2.8.5. Sistema incompatible

Un sistema de m ecuaciones y n incognitas es incompatible si la

matriz escalonada reducida resultante tiene un uno principal en la
ultima columna.
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El teorema de Rouché-Frobenius dicta que un sistema es incom-
patible si, y sélo si, la forma escalonada de la matriz ampliada del sis-
tema tiene un uno principal mas que la forma escalonada de la matriz
de coeficientes.

2.2.8.6. Solucion trivial y soluciones no triviales

Una solucion es trivial cuando el vector solucion es el vector cero.
Una solucién es no trivial cuando el vector solucion es distinto del
vector cero y se escribe en forma paramétrica.

Para un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, se cumple una
y s6lo una de las siguientes proposiciones:

a) El sistema tiene sélo la solucion trivial
b) Elsistema tiene una infinidad de soluciones no triviales ademas de
la trivial.

Cabe resaltar que si el sistema homogéneo tiene mas incognitas

que ecuaciones, entonces, queda asegurado que este sistema tiene so-
luciones no triviales.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Halle la solucion del sistema por el método de Gauss-Jordan.

XI—ZX: +3x3:2
2xl~3x + %, =1

4+ O, =9

(S N

R
Sw, - %
Solucion:

a) Construya la matriz aumentada (A|B). La matriz A esta a la
izquierda de la particion y la matriz B estd a la derecha.

1 -2 3 X, 2
A= (2 =3 1 X=|% B=
3 -1 2 %5 9
1 -2 3:2
A|B=1{2 -3 1:
3 -1 2:9

b) Lfectie operaciones clementales en fila para reducir (A|B) a
(1| D).

1 -2 3:2
2 -3 1:1
3 -1 2:9
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Luego,
I 0 0 3 .
01 0 2 ={[U)y=>U= 2
0 0 1 1 1

¢) Entonces, el conjunto solucion del sistema es:

El sistema es consistente porque tiene solucion.

2. Halle la solucion del sistema por el método de Crammer.

x - 2%, tim =2
Zx -3, + x =1
3%, - & v 28, =9
Solucion:
a) ldentificar las matrices A, X y B.
1 -2 3} [x 2
2 =3 1 Xy =
3 -1 2 X, 9
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1 -2 3 X, 2
A= 2 —3 1 X = _x2 B=
3 —1 2 X, 9

b) Verificar que A es una matriz invertible. Excepto cuando el pro-
blema lo declare.

De acuerdo a la seccion 1.1.11.4 literal (j), sobre tipos de matrices
cuadradas, A sera invertible cuando det(A) # 0.

1 -2 3
Det(A) = |2 -3 1| = 18 - Det(A) # 0.
3 -1 2

Luego, A es una matriz invertible y se puede aplicar el método de
Crammer.

¢) Hallar una matriz C_obtenida de A al reemplazar la k-ésima co-
lumna de A por el vector columna B.

2
Para k=1, la 1ra.columna de A es reemplazada por | |
9
‘ |
1 -2 3 2 2 -2 3
2 =3 1 1| > C=|1 =3 1| - Det(C) =54
3 =1 2 9 g =1 2
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2
Para k=2, la 2da.columna de A es reemplazada por 1
9
' |
1 -2 3 2 1 2 3
2 -3 1 | =, = 2 1 1 => Det(C,) = 36
3 -1 2 9 39 2
2
Para k=3, la 3ra.columna de A es reemplazada por |
9
' |
1 -2 3 2 1 -2 2
2 =3 1 1 —>C3=2 -3 1 = Det(C) =18
3 -1 2 9 3 -1 9
d) Calcular la solucién dnica de cada incoégnita, dada por x_ = d;:f(c;;))
para k=1,...,n.
det(C; ) 54
Para k=1, x, = = =3
det(A4) 18
t 36
Parak=2,x, = asts) = —=
2 det(4) 18
det(C 18
Para k=3, x, = et(Cs) =— =1
det(4) 18
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. El sistema es

3
Luego, el conjunto solucién del sistema es U = |2
1

consistente porque tiene solucion.

3. Resuelva el sistema por el método de la reduccion a la forma esca-
lonada por filas.

2xl + 6x2 —4x3 +2x4: 4
X, -~ % t 3y = 5
—3x] +2x2 —2)(3 = 2

Solucion:

a) Construya la matriz aumentada (A | B). La matriz A esta a la iz-
quierda de la particion y la matriz B esta a la derecha.

2 6 -4 2. 4
A|B=|1 0 -1 15
% 2 -3 §y-2

b) Efectie operaciones elementales en fila para reducir (A | B) ala
forma escalonada.

(2 6 -4 2.4
0 -1 1'5
-3 2 -2 i3
1 6 -3 1i-1]
F,-F, ] @ =] 1t5
% 2 -2 B3
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c) Entonces, el conjunto solucion del sistema se deduce de la forma
escalonada final.

- O O
|
--__l__--_
N
o

Se tiene pivote 1 en la columna 1 de fila 1. Entonces, existe una
variable ligada x .

Se tiene pivote 1 en la columna 2 de fila 2. Entonces, existe una
variable ligada x,.

Se tiene pivote 1 en la columna 3 de fila 3. Entonces, existe una
variable ligada x..

No se tiene pivote en columna 4 de cuarta fila porque no hay fila
4. Entonces, existe una variable libre x,.

Las variables ligadas x, x, y x; se pueden calcular cuando se
asignan valores cualesquiera a la variable libre x,.

10 0 4 i,
01 0 =3 5_2813
0 0 1 - E_4513
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Convirtiendo la matriz ampliada escalonada a la forma matricial
del sistema.

X

1 2
1 00 13 %

X )
O 1 0 _|3 . = _28/13

X oy
0 01 9% g s

Xy

Donde u, u,, u, y u, representan a los valores que pueden tomar
1 2> 73 4
las variables x,, x,, X, y X, respectivamente. Es decir, x,=u, x,=u,,
X,=u, y X,~u,,

Reemplazando el vector U en el vector X.

4 t 20/
1 0 0 4% B A3
2 _
01 0 = = 2%
Us =
0 0 1 % Wb
u,

Efectuando el producto indicado del primer miembro de la forma
matricial del sistema, se tienen las ecuaciones (1), (2) y (3):

u +u= s (1)
uz - /3{31'14: _2§'l/3 (2)
u - e, =M Q)
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Se observa que u, aparece en las ecuaciones (1), (2) y (3); y u, re-
presenta a un valor cualquiera de la variable libre x .

Despejando u,, u, y u, en funcién de u,;:

u,= A3~ U Wy @)
s = BT K, ©)

745/13 + 3 v, (6)

[l

u

3

Reemplazando (4), (5) y (6) en el vector solucion U:

w4ty
u, 285+ AU,

b uy || G+ sy @)
u, u,

Haciendo un ensayo con u,=0), se tiene:

u, 23— Hau, 205—45(0) U
o= uy | 2+ hu, B 2854 35(0) B 285

Uy 3+ AU, 15+ %5(0) 45

U, u, 0 0

Haciendo un ensayo con u,=1, se tiene:

u, 23— Hau, 25— 45D e

| [ || |

b Uy B 2 Aty I (521 B e 7
u, u, 1 1
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Asignando otros valores a u,, se obtiene el respectivo vector solu-
cion del sistema de acuerdo a la condicién dada en (7).

4. Dados los tres pares de datos (0, -1), (1, 1) y (2, 0), halle el polino-
mio de interpolacion de dichos pares de datos. Estime el valor de
y si x=2/3. (BRU)

Solucion:

Siempre se puede obtener un polinomio de grado n-1 que pase
por n pares de datos. Este polinomio se llama “polinomio de interpo-
lacion de los n pares de datos™.

El polinomio que interpola a estos tres pares de datos es de grado
menor o igual que 2. Sea:

px)=a, + ax + aZX2

Este polinomio debe cumplir que p(0) = -1, p(1) = 1y p(2) = 0,
es decir:

a, = -1
afl + '(11 W a2

a, + 2:11 +4a,

Il
[ S

Este sistema tiene como solucién a, = -1, a, = 7/2y a, = -3/2

Luego, el polinomio de interpolacion es:
W=+ P 3
X) = - X-_X

' 3" "2

Y la estimacion pedida es p(2/3) = 2/3.
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5. Se desea organizar el trafico por las calles de una ciudad que se
representan en el diagrama de la figura. Llegan 120 y 100 vehicu-
los por hora a los puntos A y D, mientras que de los puntos By C
salen 110 vehiculos por hora. Halle los posibles flujos de trafico
entre las calles. (BRU)

Figura 2.3

Solucion:

Se trata de un ejercicio de una red de flujo, que se entiende como
un conjunto de puntos conectados entre si por canales, por lo que
se transporta cierto tipo de materia o energia. Se siguen dos reglas
basicas:

i) En cada punto de la red, la cantidad de flujo que llega debe ser
igual al flujo que sale.

i) El flujo total de la red es constante, es decir, el flujo de entrada en
la red debe ser igual al flujo de salida.

De la figura se verifica lo siguiente:

Los flujos x, x,, X,, X, X,, X, ¥ X, representan al numero de vehicu-

los por hora que circulan por las respectivas calles.

El flujo de entrada a la red es 120 + 100 = 220
El flujo de salida de la red es 110 + 110= 220
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Luego, el flujo total de la red es constante, porque los flujos de
entrada y salida de la red son iguales.

De los puntos A, B, C, D v E de la figura se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones lineales:

Punto A: 3 g =120
Punto B: X, . =110
Punto C: ‘ x gt = 110
Punto D: X, A =100
Punto E: +x, X, +x, = 0

La matriz ampliada del sistema es:

(i =1 1 @ 0 0 120}
0 1 0 0 0 —1 110
0 0 0 1 1 110
-1 &% 0 1 1 © 100
01 0 -101 0 O]
ILa matriz escalonada reducida:
1 0 0 -1 01 1 10
1 0 <t 1 & @
001 0 00 -1 110
000 0 1 1 1 100
000 0 00 0 0

Las variables ligadas son x, x,, X, y X, porque tienen pivote 1
Las variables libres son x, X, y x. porque no tienen pivote 1
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Los flujos vienen definidos por

x1:10+x4—x()—x_/

X2 = %, - X
x3= 110 +x,
x5 =100 =& =X

Debe considerarse solamente flujos no negativos, por lo que se
deducen las siguientes desigualdades:

x6+x7310+x4
X()S +X4
x, +x, <100

Esto garantiza que si por cualquier causa se hubiera de prescindir
de algin canal (por averia, obras o la causa que fuere), todavia serfa
posible transportar flujo.

Se observa que conociendo los flujos por los canales x, x, y x, se
puede conocer el flujo en toda la red.

6. Se tienen tres fuerzas F, I, y F, aplicadas en tres puntos equi-
distantes P, P, y P, sobre una membrana elistica apoyada en sus
extremos. Estas fuerzas generan desplazamientos de 3, 5y 3 en los

2

respectivos puntos.

Los coeficientes de influencia para el punto P, sona, =3,a =2y
a,=1. Para el punto 2 sona, =2,a,,=4 ya,=1.5. Para el punto P, son
8. =18, =2 ¥8,55.

Se pide:

a) Obtener las fuerzas

b) Si se coloca un apoyo en el punto P, calcule los nuevos coeficien-
tes de influencia y los desplazamientos generados.
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Solucion

a) Obteniendo las fuerzas

Figura 2.4

n
En general, el desplazamiento en el punto P, es 'y, :Zaik ¥,
k=1

Conociendo los desplazamientos, las fuerzas se pueden obtener
mediante el siguiente sistema:

a”Fl+a12F1+...+alF =y

n n 71

a0 tal s A E T

Zn n

amF1 + a32F2+ . W

n n

Il
<

v

Reemplazando datos en el sistema, se tiene:
3F, +2F, + F, =3

2F, + 4F, + 1.5F, =5

F, + 2F, + 3F, =3
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La matriz ampliada del sistema es:

32 1 3
4 15 5
1 2 3 3

Su forma escalonada es:

1 23 13 1
0 83 56 3
0 43 83 2

Su forma escalonada reducida es:

100 29
0 1 0 1918
001 29

Las fuerzas son:

2 19 2
F]: R F,,: — 7 F”:
9 18 ° 9

b) Nuevo punto de apoyo en P, :

Figura 2.5

226



Roberto Miranda North

Desaparece el aporte de los coeficientes de influencia para F1.

Su forma escalonada es:

0 0
3 6
3

0
0
0 3

o W O

S
8

4~ oo

Los nuevos desplazamientos son:

V=3, ¥, =2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resuelva los siguientes sistemas por el método de Cramer.

1 3
%, + 4X2+ 2x,

X —6X2—5X =9

1

a) 2% +3x, - x5 =9
=5

Respuestai x, =-1,x,=3,x, =2

b) o6x, + 4x, + 2x, = 2
5x. + 3)(2 + :‘BX3
Iz, + 42, + B¢, = 3

[l
o

Respuesta: x, =-3t+1, x,=4t-1, x, =t

2. Resuelva los siguientes sistemas por el método de eliminacion de
Gauss.

a 2% t3x - % =9
3x1+4x2+2x =5
X —6X2—5X = 9

1

Respuesta:x, = -1,x, = 3,%x,=2
' Ko |

b) 6x, + 4x, + 2x, =
5%, + 3x, + 3x
7%, + 4x, + 5%, =

I
W NN

Respuestas x =-3t+1, x, =41, x. =t

228



Roberto Miranda North

3. Resuelva los siguientes sistemas por el método de eliminacion de

Gauss-Jordan.

g 2x +3x, - x, =9
3%, + 4%, + 2x, = 5
X —6X2—5X =9

|

b) 6x, + 4%, + 2x, =
5x, + 3z, 3x
7xl + 4x2 + 5%, =

i1
Il
W NN

Respuesta: x, =-3t+1, x,=4t-1, x,=t
4. Resuelva los siguientes sistemas por el método de la inversa de la

matriz de coeficientes.

g & +3x - x =9
3x, + 4x, 2x, =5

+

1 2 3

Respuesta: x, =-1,%x,=3,x,= 2

dy 6x + 4%, + 2x, = 2
5xI + 3x2 + 3x
7x, + 4%, + b, = 3

[l
S}

Respuesta: x, =-3t+1, x, =4t-1, x =t
2
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5. Halle el conjunto solucién de los siguientes sistemas homogéneos

por el método de eliminacién de Gauss-Jordan

a) x+ y+ z=20
2x+5y+2z2 =0
Tx+7y+ z =0

Respuesta: x = _léé, y :_92 ,Z = 76
b) 2x+ y+3z =0
& 2y =0
yt+ z=0

16¢ 4¢
Respuesta:x:—7,y=— ,z=t

6. Halle el conjunto solucién de los siguientes sistemas homogéneos

por el método de eliminacion de Gauss.

Q) x+ y+ z=0
2x+5y+2z2 =0
Txt7y+ z =0
_-16/ _ -9 _ 7
Respuesta:x = ~/3,y= "2,z2= 6
b) 2% + y+3z =0
X + 2y =0
y+ z=20
16t 4¢
Respuesta: x =-— ,y=- _ ,z=t
3 7
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Lin un test de 30 preguntas se obtiene 0,75 puntos por cada res-

puesta correcta v se restan 0,25 puntos por cada error. 81 la nota

ha sido de 10,5 ;Cuantos aciertos y cuantos errores se han tenido?

Respuesta: 18 aciertos v 12 errores

8. Halle la solucion del sistema dado por la siguiente matriz aumen-

tada.

S
T
[N}
(O8]

0 1 -1 -4
0o 01 5 =2
Respuesta:
9. Resuelva el siguiente sistema
%+ 2, - oax, B, =0
.+ 3%, %, ~2k =4
2%, F 0%, = 28 =bx, = W
Respuesta:
10. Resuelva el siguiente sistema
x1 - 2x2 + x3 -4x4 =1
xI + 3x2 + 7x3 + 2x4 = 2
x1 -12x2 -11x3 -16x4 = 5

3—2¢
: —4+1
Y=
2-5t
L |
10+11s
-2-4
NE= ¢
0

Respuesta: L sistema es inconsistente, no tiene solucion.

o
[X]
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11.

12

a)
b)

Una planta industrial cuenta con 3 maquinas P, Q y R que en un
dia trabajan 15, 22 y 23 horas respectivamente. Con estas maqui-
nas la planta produce los articulos x , x, y X, de la siguiente ma-
nera: una unidad de x, estd en P durante 1 hora, en Q durante 2
horas y en R durante 1 hora. Una unidad de x, estd en P durante
2 horas, en Q 2 horas y en R 3 horas. Una unidad de x, estd en P
1 hora, en Q 2 horas y en R 2 horas. Si las maquinas se explotan a
maxima capacidad durante un dia, halle el nimero de unidades de

cada articulo que es posible producir.

3
Respuesta: X = | 4
4

Para determinar el grado alcohdlico de un vino se procede a su
destilacion obteniéndose una mezcla hidroalcohdlica. Mediante
un refractémetro se lee indirectamente el porcentaje de alcohol en
la mezcla (ml etanol/100 ml mezcla), obteniéndose los siguientes
valores en funcién de la temperatura de trabajo (BRU).

Temp \C 18 19 21 22 23

i 11.51 | 11.71 1212 | 1232 | 1254

Alcoholico

Halle el polinomio de interpolacion de estos datos.
Estime el grado alcoholico del vino (generalmente se da a 20°C).

Respuesta:

a) p(x) = 132.968 — 24.6442x + 1.84625x* - 0.06083x’ + 0.00075x*

b)
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13. Aplique la regla de Cramer para despejar x” e vy’ en términos de x e

bE
i) 3 J >
XxX= X - y
E 5
4 b 5 b ]
y= b0 I
5
, 4
Respuesta: X’ = _x + _y
5
y = - x + _y
S

14. Aplique la eliminacién de Gauss-Jordan para despejar x” ¢ y° en
términos de x e v.

x=x"cosf - vy senb
x'sen @ + y cos 6

B
I

Respuesta: X’ = x cos @+ vsend
y =-xsen@+ ycosf

:Sabias que Américo Vespucio fue quien calcul6 usando la luna y marte como re-
ferencia que América era un nuevo continente. Fue el aleman Martin Waldseemiiller
quien en 1538 imprimio los primeros mapas mundiales y en honor de Vespucio le dio
el nombre de América a esta parte del mundo?
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Introduccion

En ciencia e ingenieria, las cantidades como longitud, drea,
volumen, capacidad, masa, grado alcohdlico, trafico, produccion,
utilidad, etcétera, se definen completamente una vez que se escribe un
numero real que representa la magnitud de la misma. En determinadas
ciencias s¢ les denomina cantidades escalares. Otras cantidades
que especifican una magnitud y una direccion, son denominadas
cantidades vectoriales. Por ejemplo, fuerza, desplazamiento, velocidad,
aceleracion, torque, campo eléctrico, campo magnético, etc.

Aunque parezca contradictorio, las matrices de naturaleza
aparentemente algebraica, seran aplicadas a los vectores y espacios
vectoriales. Por ejemplo, una matriz fila 1x2 se puede manejar como
un vector de dos componentes y representarlo en el plano cartesiano.
Una matriz fila 1x3 se puede manejar como un vector de tres
componentes y representarlo en el espacio cartesiano.

De manera que el tema de este capitulo tiene una naturaleza
predominantemente geométrica pero utiliza las  matrices y
determinantes. Y los numeros reales se utilizan muchisimo como
componentes de los vectores.

Sin embargo, mas adelante se utilizaran funciones matematicas,
matrices y nimeros complejos como componentes de dichos vectores.
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3.Vectores

3.1 Definicién de vector
Un vector es un segmento rectilineo dirigido; constituye el objeto

de estudio del analisis vectorial. Se considera que un segmento rectili-
neo dirigido va desde un punto inicial P a un punto terminal Q.

Q

Figura 3.1

Por convencién, todo vector tiene su punto inicial en algin punto
de referencia fijo. Por ejemplo, el origen de un sistema de coordena-

das.

Figura 3.2
Por esto, un vector se puede definir analiticamente en términos de

numeros reales, los cuales permiten estudiar el analisis vectorial desde
un punto de vista puramente analitico.

3.2 Notacion de un vector

Un vector se denota por una pequefa flecha sobre dos letras ma-
yusculas o por una letra en tipo negrita.
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Q Q
a/)/ }
(0]

Figura 3.3

3.3. Vectores en R?

~

3.3.1. Definicion de vector en R?

Un vector en R? es un vector en un plano o espacio de dos di-
mensiones. Esta definido por un par ordenado de nimeros reales x|
v x,. Dicho par se puede escribir como (x; x,) o como [x; x,|. Los
nameros ‘x v 'x," se llaman componentes del vector en el espacio R”

>

X.‘.
T oa =(32)
g 9 )
x]:f)E}xl
Al x,=2€X,
———1 e
3 9 3

Figura 3.4

Alos ejes X" v X, se les conoce también como los ¢jes cartesia-

nos X ¢ Y respectivamente.
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3.3.2. Igualdad de vectores en R?

Los vectores A =(a,a,) y B =(b,, b,) son iguales entre si cuando
se cumple que a = b parai=1, 2.

Ejemplo 1:

Halle las componentes de A, para que A =(a;,a,) y B =(1;5) sean
dos vectores iguales.

A=B
@, 2,)=(1;5)

Luego,a =1y a,=5.

3.3.3. Norma de un vector en R?

La norma o magnitud de un vector A =(a,, a,) es un escalar que
mide su longitud. Se denota por | |A| | y se calcula con la siguiente
relacion pitagorica:

Al =  a°+a,’
Ejemplo 2:
Sea el vector A = (3, 4)
Entonces,

La norma de A es:

[[&]]= 32447 =5
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3.3.4. Direccion de un vector en R*
La direccion de un vector (a; a,) es la trayectoria axial que contie-
ne al mismo v esta definida por el angulo  en sentido ant horario que

forma el vector con respecto al semieje positivo x .

La interpretacion geométrica de la direccion de un vector en R” se
presenta a continuacion:

Xl
a, |
2 T Q
—
oa =(a;a,)
t f f f t X
-a O a '
1 1
-
-a,+
Figura 3.5
o L,
Analiticamente, g = tan’'( )
a
|

Ejenplo 3:
Halle la direccion del vector (a]; a,). Se sabe que a,=a,
Analiticamente,

g = tan’'( @ )

a,

a
= tan'( )
a,
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= tan’!(1)

radianes

= 45°

3.3.5. Los dos vectores candnicos en R?

Los vectores canénicos en R?, llamados también vectores coorde-
nados unitarios, son aquellos vectores de norma unidad que se ubican
en los ejes cartesianos: i = (1; 0) en el eje x, y j = (0; 1) en el eje x,.

P4

¥

Figura 3.6

Por eso, un vector cualquiera en R?se puede expresar como una
combinacién lineal de los vectores candnicos.

Ejemplo 4:
X2
2 Q
| o0 =(3,2)=3i+2j
'y
T T T ] & > 5 T Xl
-3 Oli 3
il
34 )
Figura 3.7
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Ejemplo 5:
Exprese el vector A= (a, a,) usando vectores can6nicos.

Desdoblando (a; a,) en cada eje cartesiano:
(a;a) = (a;0) + (0;2)

Factorizando cada par:
(a;a) =2 (1;0) + a, (0; 1)

Reemplazando iy j:

(31532) =ad + aj
3.3.6. Vector unitario en R?

Un vector unitario en R? es aquel vector de norma unidad que
tiene la misma direccion y sentido que un determinado vector en el

plano cartesiano.

Siel vector A =a i+ aj, entonces, el vector unitario U que tiene
la misma direccién que A esta dado por:

a, . a,
U= il j
| Al | Al

Ejemplo 6:
Sea el vector A = 3i + 4j.

Sunormaes | |A|| = 3% 4% =5.
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Luego, el vector unitario de A es:

Se verifica que la norma de U es 1.

3.3.7. Operaciones con vectores en R?

3.3.7.1. Multiplicacién de un escalar por un vector en R?

Sea un escalar t’ que pertenece a los numeros reales y un vector
A=(a; a,), la multiplicaciéon del escalar por el vector esta definida
cuando rA= (ra;ra) o rA=rai+ raj.
Ejemplo 7:

Sea el vector A=(3;4).

Entonces:

TA=(7x3; 7x4) = (21;28) & TA=7x3i + 7x4j = 21i + 28j
3.3.7.2. Opuesto de un vector en R?

El opuesto de un vector en R* es aquel vector que tiene la misma
direccion pero en sentido opuesto.

Sea el vector A = (a;a,), entonces, el opuesto de A es —A. Es de-
cir, el opuesto de (a;a,) es (-a;-a,).

Ejemplo §:

Sea el vector A=(3;4).
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Entonces:
El opuesto de A es (-1)A.

(DA=(-1x3;-1x4) = (:3;-4) 6 (-D)A=-1x3i + -1x4j = -3i - 4

3.3.7.3. Adicion de vectores en R?

Sean los vectores A=(a;a,) y B=(bb,), la adicion de A y B estd
definida por A+B=(a +b, ;a+b) o A+B=(a +b)i+ (a,*b)j.

Ejemplo 9:

Halle A+B si A=(3;4) y B=(5;7)

Entonces:

A+B=(3+5;4+7)=(8;11) 6 A+B=(3+5)i + (4+7)j=8i + 11j
3.3.7.4. Sustraccion de vectores en R?

Sean los vectores A=(a;a,) y B=(b,;b,), la sustraccion de Ay B
estd definida por A-B=(a-b ;a,-b) o A+B=(a-b)i+ (a-b)j

Ejemplo 10:
Halle A-B si A=(3;4) y B=(5;7)

Entonces:
A+B=(3-5;4-7) = (-2;-3) 6 A+B=(3-5)i+ (4-7)j = -2i- 3j
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3.3.7.5. Producto escalar de dos vectores en R?
El producto escalar de dos vectores A=(a;a,) y B=(bb) en R* se
denota por A.B, es un escalar que estd definido por A.B =ab, +
ab,.
Ejemplo 11:

Halle A.B si A=(3;4) y B=(5;7)

Entonces:

El producto escalar es A.B = (3)(5) + (4)(7) = 43
3.3.7.6. Angulo entre dos vectores en R*

El angulo entre dos vectores A=(a;a,) y B=(b,;b,) en R? es aquel
angulo ‘ @ ’ de medida positiva entre un vector y el otro. Se cumple

que 0 <9< 7.

El angulo entre A y B esta definido por

Ejemplo 12:
Sean los vectores A=(2;-1) y B=(1;-3).

Entonces:
El angulo de A a B se halla de la siguiente manera:

Producto escalar, A.B = (2)(1) + (-1)(-3) =5

Normade A, ||A]] = /?
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Normade B, | [B|| = ~/10
El angulo entre A y B es:

9 = cos-1] 5 ] = cos-1 [ . 1= " radianes = 45°
3 2 2 4

3.3.7.7. Vectores paralelos en R?

Los vectores Ay B en R? son paralelos si se cumplen las siguientes
condiciones:

) B = 1A
ii) @ = 0, cuando tienen la misma direccién y sentido, 6
iii) @=, 7 cuando tienen la misma direccién pero sentidos opuestos.
Ejemplo 13:
Verifique si son paralelos los vectores A=3i+7j y B=21i+28;.
Factorizando los componentes de B
B = 21i + 28j = 7x3i + 7x4j = 7(3i+4j) = 7TA
Entonces, B y A son paralelos y del mismo sentido.
Ejemplo 14:
Verifique si son paralelos los vectores A=3i + 4j y B=-3i - 4j

Entonces:
Factorizando los componentes de B
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B=-(3i + 4j) = - A.

Entonces, B y A son paralelos pero de sentidos opuestos.

3.3.7.8. Vectores ortogonales en R?

Los vectores A y B en R* son ortogonales si se cumplen las
siguientes condiciones:

) AB= 0,0

o T , T .
i) 9= 5’ cuando el angulo entre ellos es radianes.

Ejemplo 15:

Verifique si son ortogonales los vectores A=3i + 4j y B=-8i + (j

Entonces:
Su producto escalar es A.B = (3)(-8) + (4)(6) = 0

Entonces, A y B son ortogonales.
Ejemplo 16:

Verifique si son ortogonales los vectores A=3i + 4j y B=-4i + 3j

Entonces:

[1A1=5 v ||B]|=5
— -1 A.B — -1 0 — -1 — % — o
8 = cos [IAI 13 ] =cost| 5 ] = cos™ [0] radianes = 90

Entonces, A y B son ortogonales.
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3.3.7.9. Proyeccion de un vector sobre otro en R?

La proyeccién de un vector A sobre otro B es aquella proyeccion
. P A
de A en la direccién de B. Se denota por Proy .
B

La proyeccion de A en la direccién de B esta definida por:

A.B B

ProyA = )(
“ 1Bl | B
Componente de la
proyeccion

Ejemplo 17:

Halle la proyeccion de A sobre B si A=(2;-1) y B=(1;-3)
Entonces
AB=5

1B =10

La proyeccion de A en la direccion de B es:

A = 1 1 1.1
Proy= (252 =, 1=, (-3 =i

j

]

3.4. Vectores en R?

3.4.1. Definicién de vector en R?

Un vector en R® es un vector en un espacio de tres dimensiones.
Esta definido por una terna ordenada de nimeros reales x, X, y x..
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Dicha terna se puede escribir como (x;; x,; X,) 0 como [x, X, X,].
x, se llaman componentes del vector en el

< <

Los numeros
espacio R°.

<< b
X%y

A continuacion, se tiene una representacion geométrica del vector
— 5 3
oq en elespacio R°.

o0 =(1;2;3)

xlzl (S X]
x2:2 EX2
X3:3 eX,

Xs Figura 3.8

Alos ejes X, Xy X, se les conoce también como los ejes
cartesianos X, Y y Z respectivamente.
3.4.2. Igualdad de vectores en R’

Los vectores A =(a,, a,,a) y B =(b, b,, b)) son iguales entre si
cuando se cumple que a, = b, para i=1, 2, 3.

Ejemplo 18:
Verifique si son iguales los vectores A =(a,2,3,) y B=(1;57)
Entonces:
(8 8,8) = (155 7)

Luego,a,=1y a,=5 y a,=7
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3.4.3. Norma de un vector en R?

La norma de un vector A (a, a,, a,) es un escalar que mide su
longitud. Se denota por | |A|| y se calcula con la siguiente relacion
pitagorica:

2 2 2
[A[l = a +a, +a;
Ejemplo 19:
Seael vector A=3i+4j +4 11k = (3;4,y11)
Entonces:

ILL.a norma de A es:

A[|= 32+4°+ 1 =6

3.4.4. Direccion de un vector en R?

La direccion de un vector A=(a; a,; a,) esta definida por tres angu-
los, formados por el vector A con cada uno de los ejes coordenados.
Dichos angulos se conocen como angulos directores del vector A.
La interpretacion geométrica de la direccion de un vector en R® se
presenta a continuacion:

—>
oa =A=(aja;a,)

Figura 3.9
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Analiticamente,
Cos a= Cos f= -2 & =
osa= os = —— osy=——
Al I 4] | A4l
Ejemplo 20:

Halle los cosenos directores del vector A = (3; 2; 6)

Entonces

[|Al]=7
3 2

Cos = Cos = Cos V=
7 74

3.4.5. Los tres vectores canonicos en R?

Los vectores canodnicos en R, llamados también vectores coorde-
nados unitarios, son aquellos vectores de norma unidad que se ubican
en los ejes cartesianos: i = (1; 0; 0) en el eje x, j = (0; 1; 0) en el eje
%, k=1(0;0;1) ennel efe x,,

X3
14
N
k
1 6\1\
i i X2
X1 Figura 3.10
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Por eso, un vector cualquiera en R’ se puede expresar como una
combinacion lineal de los vectores canonicos i, j y k.

Ejemplo 21:

—
oc =A=(1;2;3)=1i+2j+3k

Figura 3.11

Ejemplo 22:
Exprese el vector A (a; a,; a,) usando vectores canonicos
Entonces

Desdoblando (a ; a,; a,) en cada eje cartesiano:
(a;ayza) =(a;0;0) +(0;2,0) + (0;0;2,)

2

Factorizando cada par:
(asajza) =a,(1;0;0) + a,(0;1;0) + a,(0;0; 1)

Reemplazandoi,jyk:
(asa;a) =ai + aj + ak
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3.4.6. Vector unitario en R?
Un vector unitario en R’ es aquel vector de norma unidad que
tiene la misma direccién y sentido que un determinado vector en el

espacio R

Sielvector A=aji + aj + ak;entonces, el vector unitario U
que tiene la misma direccién que A esta dado por:

a, a, | a;
U= i+ j+ k
| Al Al [A]

Ejemplo 23:
Halle el vector unitario de A = 3i + 2j + 0k.
Entonces:
Sunormaes | |A|| = 3% +2°4+6% =7.

Luego, el vector unitario de A es:
., 2. 6
U= _i+ i+ _ Kk
T 7
Se verifica que la norma de U es 1.

3.4.7. Operaciones con vectores en R’

3.4.7.1. Multiplicacion de un escalar por un vector en R’
Sea un escalar ‘t’" que pertenece a los reales y un vector A=(a ;

a,; a,), la multiplicacion del escalar por el vector esta definida cuando
tA= (fa;ra;ra) otA=rmi+rmj + rak
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Ejemplo 24:
Halle 7A si A=( =(3; 4; 1)
Entonces:
TA=(7x3; Tx4; Tx1) = (21 ; 28; 7) 6
TA=Tx3i + 7x4j + 7x1j = 21i + 28j+ 7j
3.4.7.2. Opuesto de un vector en R’

El opuesto de un vector en R’ es aquel vector que tiene la misma
direccién pero en sentido opuesto.

Sea el vector A = A=(a; a,; a,), entonces, el opuesto de A es —A.
Es decir, el opuesto de (a;;a,) es (-a;; -a,; -a,).

Ejemplo 25:
Halle el opuesto de A=(3;4;1)
Entonces:
El opuesto de A es
A =(-3;4-1) o6
-A=31 -4j-k
3.4.7.3. Adicion de vectores en R?

Sean los vectores A=(a;; a,; a,) y B=(b; b,; b)), la adicién de Ay
B esta definida por:

A+B=(a,+b ;a,+b;a,+b) 6 A+B=(a,+b)i+ (a,+b)j + (a,+b)k
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Ejemplo 26:
Halle A+B si A=(3; 4; 1) y B=(5; 7; 2)
Entonces:
A+B=(3+5;4+7;142) = 8;11;3) 6
A+B=(3+5)i + (4+7)j+ (1+2)k =8i + 11j + 3k
3.4.7.4. Sustraccion de vectores en R’

Sean los vectores A=(a; a,; a,) y B=(b,; b,; b)), la sustraccion de
A y B estd definida por:

A+B=(a tb ;a,tb;a +b) o
A+B= (a,+b)i + (a,+b)j + (a,+b )k

Ejemplo 27:
Halle A-B si A=(3; 4; 1) y B=(5; 7; 2)
Entonces:
A-B=(3-5;4-7;1-2) = (-2;-3; -1) 6
A+B=(3-5)i + 4-7)j+ (1-2k =-2i- 3j-k
3.4.7.5. Producto escalar de dos vectores en R?
El producto escalar de dos vectores A=(a,; a,;a,) y B=(b; b,; b)),

en R se denota por A.B, es un escalar que esta definido por A.B =
ab, +ab, +ab,
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Ejemplo 28:
Halle el producto escalar de A=(3;4) y B=(5;7)
Entonces:

El producto escalar es A.B = (3)(5) + (4)(7) = 43

3.4.7.6. Producto vectorial de dos vectores en R?

El producto vectorial de dos vectores A=(a;a,;a,) y B=(b;; b; b))
se denota por AxB y estd definido por:

i j ok
AxB= |aq, a, a,
b, b, b,

AxB = (ab-bajab-basab,-ba)

Ejemplo 29:
Halle el producto vectorial de A=(3; 4; 1) y B=(5; 7; 0)

Entonces, el producto vectorial es:

=

Il
W
S I N
S = X
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3.4.7.7. Angulo entre dos vectores en R®
El dngulo entre dos vectores A=(a;;a,;a,) y B=(b;;b,;b,) en R’ es
aquel angulo ‘& de medida positiva de un vector al otro. Se cumple

queOSQSﬂ'.

El angulo de A a B esta definido por:

A.B

| 4].] B|

Ejemplo 30:
Halle el angulo entre los vectores A=(2;-1; 2) y B=(1;-3; 0)
Entonces:
El angulo de A a B se halla de la siguiente manera:
Producto escalar, A.B = (2)(1) + (-1)(-3) + (2)(0) = 5
Normade A, [|A]] = 5
Normade B, | |B|| = V10

El angulo de A a B es:

& = cos?| 2 ] = cos'[ 1 1= Z radianes = 45°

5 2

3.4.7.8. Vectores paralelos en R’

Los vectores A y B en R’ son paralelos si se cumplen las siguientes
condiciones:
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) B =rA,
i) # = 0, cuando tenen la misma direccion v sentido, o

iii) ¢ = 7, cuando tienen la misma direccion pero sentidos

opuestos
Ejemplo 31:
Verifique si son paralelos A=3i+7j+9k vy B=21i+49j+063k.
Entonces:
Factorizando los componentes de B
B=21i+49j+63k = 7x3i + 7x4j + 7x9k = 7(3i+4j+9k) = 7
Entonces, B y A son paralelos y del mismo sentido.

Ejemplo 32:

Verihique si son paralelos A=31 + 4j + 5k v B=-3i - 4j - 5k.
Entonces:
Factorizando los componentes de B, B=-(3i + 4j + 5k) = - A.

Eintonces, B v A son paralelos pero de sentidos opuestos.

3.4.7.9. Vectores ortogonales en R’

Los vectores A v B en R? son ortogonales si se cumplen las si-
) s
gulentes condiciones:

) AB= 0,0

o
wu
o
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2 T 5 T :
i) 9= 5 cuando el angulo entre ellos es radianes.

Ejemplo 33:

Verifique si son ortogonales los vectores A=3i + 4j + 5k y B=-8i
+ 6j + Ok.

Entonces:
Su producto escalar es A.B = (3)(-8) + (4)(6) + (5)(0) = 0.
Entonces, A y B son ortogonales.
Ejemplo 34:
Sean A=3i + 4j + 5k y B=-4i + 3j + Ok|
[IA[[= V30 y |[B][=5
g =cos! | l Af:lfBl ] = cos™ [5\/07)—0 ] =cos![0] = ;r radianes= 90°

Entonces, A y B son ortogonales.

3.4.7.10. Proyeccién de un vector sobre otro en R’

La proyeccion de un vector A sobre otro B es aquella proyeccion
. .9 A
de A en la direccion de B. Se denota por Proy .
B

La proyeccién de A en la direccion de B esta definida por:
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Prov’ A.B % B |
I‘Oy =
SR ey

proyeccion

Ejemplo 35:
Halle la proyeccion de A sobre B si A=(2; 1; 1) y B=(1; 3; 0)
Entonces:
A.B=5

|1B||1=V10

La proyeccion de A en la direccion de B es:

(m)(m)

Proy:
1
=" (1, 3; 0)

|
= (li-3j+ 0K)

1 3
= 2i-2i+0k

3.5. Vectores en R"

3.5.1. Definicion de vector en R

Un vector en un espacio de ‘n’ dimensiones es un arreglo ordena-
do de ‘n” nimeros reales. Dicho arreglo se puede escribir como (x, x,,

¥ . < [JNY < < <
X,,-.., X ) O también [x, x, X, ... X]. Los numeros x5 %', x

2 3 3 gae ny
x” se llaman componentes del vector en el espacio ene-dimensional
R"
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Cabe resaltar que el esfuerzo que se despliegue en la representa-
cion geométrica de un espacio de mas de tres dimensiones no justifica
la enorme demora que se invierta en el intento, por lo que se reco-
mienda efectuar el estudio de los vectores de ‘n” componentes desde
un punto de vista puramente analitico.

3.5.2. Igualdad de vectores en R"

Los vectores A=(a,, a,, 2,,...,2)) ¥ B=(b,, b,, b,,..., b ) son igua-

les entre si cuando se cumple que a. = b, para i=1, 2,..., n.
Ejemplo 36:
Verifique si son iguales los vectores
A={a,8,8:8) ¥y B=(1;579)
Entonces:
@pasasa)=(1;579)
Luego,2 =1y a,=5 y a,=7y a,=9
3.5.3. Norma de un vector en R"
La norma de un vector A (a,, a,,a,,...,a ) es un escalar que mide

su longitud. Se denota por | |A| | y se calcula con la siguiente relacién
pitagorica:

[ |A]] = al2 +a22 +a32 +...+an2
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Ejemplo 37:
Halle lanormade A= (3;4; 1 ;1)
Entonces:

La norma de A es:

[JA[l= 324424 1 "4+12 =608

3.5.4. Los ‘n’ vectores canonicos de R"

Los vectores candnicos de R” se conocen como vectores coorde-
nados unitarios de R™. Los vectores coordenados unitarios son aque-
llos vectores de la forma e = (0, 0,...,1, 0,..,0) con la r-ésima com-
ponente 1, y ceros en los otros lugares. Cada vector de R” se puede
expresar de manera unica como la suma de maltiplos de los vectores
coordenados unitarios e,. Por ejemplo: sea W un vector de R"; enton-
ces, W=w e, +we, +... + wne_

Ejemplo 38:
Exprese el vector A = (3; 5; 7; 9) usando vectores canonicos.
Entonces:

Desdoblando (3; 5; 7; 9)
(3;5;7;9) = (3;0; 0; 0) + (0; 5; 0; 0) + (0; 0; 7; 0) + (0; 0; 0; 9)

Factorizando cada 4-tupla:
(3; 5,7, 9) = 3(1; 05 0; 0) + 5(0; 1; 0; 0) + 7(0; 05 1; 0) + 9(0; 0; 05 1)
(3; 57,9 = Z»e1 + 5e + 7e3 + 964

2
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3.5.5. Vector unitario en R"
Un vector unitario de R" es un vector de norma 1, que tiene la

misma direccién que un determinado vector de R™. Dado cualquier
vector W de R, un vector unitario con la misma direcciéon que W esta

dado por L Ww.
| W

Ejemplo 39:

Halle el vector unitario de A = (3; 5; 7, 9)
Entonces:

Sunormaes | |[A|| = 3 +5°+7°+9% =128

Luego, el vector unitario de A es:

@ 9
U :iel =+ 5—62 e T
12.8 12.8 12.8 12.8
Se verifica que la norma de U es 1.
3.5.6. Direccion de un vector en R”
La direccion de un vector A=(a; a,; ...; a ) esta definida por ‘n’

angulos, formados por el vector A con cada uno de los vectores coor-
denados unitarios. Dichos angulos se conocen como angulos directo-
res del vector A en R".

Analiticamente
a, a, a,
Cosn=a)  Cos®=a) - Cosu=) gy
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Ejemplo 40:

Halle los cosenos directores del vector A = (3; 5;7; 9)

Entonces:

[ |A] =128

Cos = i Cosf= _— _ Cos¥= —l_ CosﬁZL
12.8 12.8 12.8 12.8

3.5.7. Operaciones con vectores en R"

Las operaciones con vectores en R" son similares a las que se
encuentran en las secciones 3.3 y 3.4 sobre vectores en R? y en R’
respectivamente. Valga la aclaracion que en R se consideran las ‘n’
componentes de los vectores en dichas operaciones.
3.5.7.1. Multiplicaciéon de un escalar por un vector R”

A= (a,a,a,...,2); entonces: rA= (ra, ra, ra,..., ra )

Ejemplo 41:

Halle 7A si A=(3;4;1;9)

Entonces:

TA=(7x3; 7x4; 7x1; 7x9) = (21 ; 28; 7; 63)
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3.5.7.2. Adicion de vectores R"

A=l 8, 0,..51) 3 B=(b by, by o b f; efitohces:
A+B=(a +b ; az-i-bl; a3+b3;. .;a tb)

Ejemplo 42:
Halle A+B si A=(3; 4; 1, 9) y B=(5; 7; 2; 6)
Entonces:

A+B=(3+5 ; 4+7; 142; 9+6) = (8 ; 11; 3; 15)

3.5.7.3. Sustraccion de vectores R”
A=(0,, 2,9, ::8) ¥ B=(by, by, by o D J; entonees,
A-B=(a-b, ;a,biabi;a:-b)

3.5.7.4. Producto interno de dos vectores R"
Sean A=, 4, 8,..s8) ¥ B=(b, by, by, ... b); entonces:

<A, B>=ab, +ab, tab +..tab

El objeto <A, B> se lee producto interno A coma B. Representa
al producto interno de los vectores A y B de R™. Este producto inter-
no es una generalizacion del producto punto definido para R*y R’.

La distincion del producto interno de R permite la aplicacion de

matrices, polinomios y otras funciones vectoriales en el lugar de los
vectores A y B. Este andlisis se efectuard enel proximo capitulo.
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Ljemplo 44:
Halle el producto interno de A=(3; 4; 1; 9) y B=(5; 7; 2; 6)
Entonces:

El producto interno es:

<AB>=(3)0B) + (7)) + (D@ + 9)(©6) =99

Ejemplo 45:

Halle el producto interno de A=(3x; 4x% 1; 9) y B=(5; 7; 2x%; 6)

Entonces:

El producto interno es:

<A,B> = (3x)(5) + (4x)(7) + (H2x) + (9)(©)

15x + 28x* + 2x* + 54
2x* + 28x* + 15x + 54

Il

Il

3.5.7.5. Angulo entre vectores en R"

El angulo entre dos vectores A=faza; .0 )y B=b; b .. b)
es aquel angulo @’ de medida positiva de un vector al otro. Se cum-
pleque 0 < <7

El angulo de A a B estd definido por
_ i AB

| 4] .1 B|
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Fjeniplo 46:
Halle el angulo entre los vectores A=(2;-1; 2; 0) v B=(1;-3; 0; 0).
Entonces:
Ll angulo se halla de la siguiente manera:
Producto interno, <A,B>= (2)(1) + (-1)(-3) + (2)(0) + (0)(0) =5

Norma de A,

Al = 5
1Bl =10

Norma de B,

El angulo es:

5 |

9= cos! | 5 | = cos! |

| = radianes = 45°
4

2

3.5.7.6. Vectores paralelos R"
Los vectores A v B en R" son paralelos si se cumple que B = rA.
Ljemplo 47:
Verifique st son paralelos A= (3;7;9;0) v B= (21;49;63;0)
Fntonces:
Factorizando los componentes de B

B=(21;49;03;0) = (7x3;7x4; 7x9; 7x0) = 7(3;7:9:0) =7A



Roberto Miranda North

Entonces, B y A son paralelos y del mismo sentido.
Ejemplo 48:

Verifique si son paralelos A= (3;4;5,0) y B= (-3;-4;-5;0)

Entonces:

Factorizando los componentes de B, B= - (3;4;5;0) = - A

Entonces, B y A son paralelos pero de sentidos opuestos.

3.5.7.7. Vectores ortogonales en R"

Los vectores A 'y B en R" son ortogonales si se cumplen las si-
guientes condiciones:

iy <AB>= 0,0

2 VA . T "
i) 4= , cuando el dngulo entre ellos es radianes.

Ejemplo 49:

Verifique si son ortogonales los vectores

A= (3;4;5,0) y B= (-8;6;0;0)
Entonces:

Su producto interno es:

<A.B> = (3)(-8) + (4)(6) + (5)(0) + (0)(0) =0

Luego, A y B son ortogonales.
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Ejemplo 50:

Verifique si son ortogonales los vectores
A= (3;4;,5,0) v B= (-8;6;0;0)

Entonces

[IA[1=-30y [[B]|=5

= -1 AB = = 0 = 2 =7 1 = o
& = cos [1|A||.]|B||] cos [5 30] cos' [0] 2rad1anes 90

Luego, A y B son ortogonales.

3.5.7.8. Proyeccion de un vector sobre otro en R"

En un espacio R", la proyeccion de un vector A sobre otro B es
P . o A
aquella proyecciéon de A en la direccién de B. Se denota por ProyB .

La proyeccion de A en la direccion de B esta definida por:

<A,B> B

ProyA s,

Rl e )
181 18I
Vector unitario de
Componente de la /

proyeccion

Ejemplo 51:

Sean los vectores A=(2; 1; 1; 0) y B=(1; 3; 0; 0) de R*. Halle la
proyeccion de A sobre B.
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Entonces:
<A,B>=5
| IB]|=V10

La proyeccion de A en la direccion de B es:

1 5 1;3;0;0
Proyﬂ:( )(( 10 ))

1
= 12 3: 0:0
2( )

3.6. Propiedades de los vectores

Sean los vectores A, B y C y el vector cero O; y los escalares
a, b, c y d. Se debe cumplir que:

a) A+B=B+A

b) A+B+C)=(A+B)+C

c) Existe un vector cero O, para el cual, A+O=A

d) Existe un vector —A, tal que A+(-A)=0O

e) (cd)A=c(dA)

f) c(A+B)=cA+cB

2) (ctd)A=cA+dA

h) 1(A)=A

1) Desigualdad de Schwarz: |A.B|<||A]|]| | |B]]

) Desigualdad triangular: | |A+B| | <||A]| + | |B]]
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Halle las componentes de A, para que A =(t, 5t) y B =(b,, b))
sean dos vectores iguales para t=9.

Solucion:

A=B
(t; 5t= (b by At=9.

Luego, b,=9 y b,=45.

2. Halle la norma del vector A = 2i + 2j.
Solucién:
La norma de A es:

[|A[] = 2°+2% =2 2

3. Halle la direccion del vector (a; a,). Se sabe que a,=-a,.
Solucion:
Analiticamente,

a a
9=tn'( ?) =tan'(— ') =tan'(-1)
ay 4

r .
=27- T = radianes

4 4
=315°
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—
oL = (a];—a])

Figura 3.12

4. Exprese como la combinacién lineal de vectores coordenados
unitarios para el vector A = (3; 2).

Solucion:
GA=&2

Desdoblando (3; 2) en cada eje cartesiano:
(3;2)=(3,0) + (0, 2).

Factorizando cada par:

(3;2) =3(1;0) + 2(0; 1).

Reemplazando iy j:

(3;2) =3i + 2j

Xz
. g T = (3;2) = 3i+2j
it
g 1 ™o l‘ L 3 Xl
.34
Figura 3.13
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5. Halle el vector unitario del vector A = 3i + 4j.
Solucion:
Sunormaes | |[A|| = 32 44% =5.
Luego, el vector unitario de A es:
3 4

U= 1+ _j
5 5

Se verifica que la norma de U es 1.

6. Halle 5A a partr del vector A=(3;4).
Solucion:
Entonces:

5A=(5x3; 5x4) = (15;20) 6 5A=5x3i + 5x4j = 15i + 20j

7. Halle el opuesto del vector A=(4;3).
Solucion:

-DA=(-1x4;-1x3) = (-4;-3) 6 (-DHA=-1x4i + -1x3j = -4i - 3j

8. Halle la suma de los vectores A=(3;0) y B=(0;7).
Solucion:

A+B=(3+0;0+7)=(3;7) & A+B=(3+0)i + (0+7)j=3i + 7j
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9. Halle el producto escalar de los vectores A=(3;1) v B=(1,7).
Solucion:

El producto escalar es A.B = (3)(1) + (1)(7) = 10

10. Halle el angulo entre los vectores A=(1;1) y B=(1;2).
Solucion:
El angulo de A a B se halla de la siguiente manera:
Producto escalar, A.B = (1)(1) + (1)(2) =3
Normade A, ||A|]| = 2

Normade B, | |B|| = 5

3
El angulo entre Ay Bes & = cos’ | \/— | radianes
) 10

11. ¢Son paralelos los vectores A=7i+3j y B=28i+21j?
Solucion:

Factorizando los componentes de B

B = 28i + 21j = 7x4i + 7x3j = 7(4i+3j) = 7A.

Entonces, B y A son paralelos y del mismo sentido.
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12. sSon paralelos los vectores A=4i + 3j y B=-4i - 3j?
Solucion:
Factorizando los componentes de B, B=-(4i + 3j) = - A

Entonces, B y A son paralelos pero de sentidos opuestos.

13. :Son ortogonales los vectores A=4i + 3j y B=-0i + 8j?

Solucion:
Su producto escalar es A.B = (4)(-6) + (3)(8) = 0.

Entonces, A y B son ortogonales.

14. :Son ortogonales los vectores A=4i + 3j y B=-3i + 4j?

Solucion:
[TA[1=5y [|B][=5
9= ecos'[ 4% J=r0st] d ]=cos'[0]= 7 adianes = 90°
| 41.] Bl 25 ) 2 ’

Entonces, A y B son ortogonales.

15. Halle la proyeccion A=(-1;2) sobre B=(-3;1).
Solucion:

A.B=5
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1Bl 1=+10

La proveccion de A en la direccion de B es:

5 (-3 | 1 3,

P('i:( ( - D3
== 1o Mg 2 VT2 5573

16. Halle las componentes de A, para que A :(al, a,a) vy B=(3;0;

9) scan dos vectores iguales.

Solucion:

A=B

A i N S O T

(4585 8,) = (3 6:9)

Luego,a, =3y a,=6 y a,=9
17. Halle la norma del vector A =1+ j + k
Solucion:

[.a norma de A es:

[[&]]|s IF+1®4PF= 3

o= (L)

Figura 3.14
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18. Halle los cosenos directores del vector A =( 12 12 12

Solucion:
[|A]]=6
12
Cosa= Cos B= 12 Cos Y= =
6 6 6

—
oC =A=(12; 12; 12)

Figura 3.15

19. Halle la combinacion lineal de A = (a;; a; a,) con los vectores
coordenados unitarios, sabiendo que a,=a,=a, =t.

Solucion:
(asdga) =(EHY

Desdoblando (a; a,; a,) en cada eje cartesiano:
(asaza) =(60;0)+ (0;t0) + (0;0; 1)

Factorizando cada par:

(a;a;a) =t(1;0;0) + t©0;1;0) + t(0;0;1).
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Reemplazando i, jy k:
(a;aza) =t + f + tk

12 S

(a;ay;ay) =ti +j + tk)

20. Halle el vector unitario del vector A = 2i + 6j + 3k.
Solucion:
Sunormaes ||A|| = 27 +6°+3*=7.

Luego, ¢l vector unitario de A es:

U:2i+6j+3k
7 7 7

Se verifica que la norma de U es 1.

21. Halle A-B s1 A=(4; 1; 3) vy B=(5; 7; 2).
Solucion:

AB=(4-5;17;3-2) = (-2;-6; 1) 6
A+B=(4-5)i + (1-7)j+ 32k = 2i - 6j + k
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22. Halle el producto vectorial de los vectores A=(4; 3; 1) v B=(5; 7;

0).
Solucion:

El producto vectorial es:

i J ok
AxB=(4 3 1|= 3x0-7x1; 4x0-5x1; 4x7-5x3) = (-7; -5; 6)
5 7 0

23. Halle el angulo entre los vectores A=(2; 1; 2) v B=(1;-3; 0)
Solucion:
El angulo de A a B se halla de la siguiente mancra:
Producto escalar, A.B = (2)(1) + (1)(-3) + (2)(0) = -1

Norma de A,

All= s

IB|| = V10

Norma de B,

—1i

Elangulo de Aa B es @ = cos' | | radianes
3

24. :Son paralelos los vectores A=9i+7j+3k v B=063i+49j+21k>
Solucion:

Factorizando los componentes de B,
B = 63i+49j+21k = 7x91 + 7x4j + 7x3k = 7(9i+4j+3k) = 7A.
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Entonces, B v A son paralelos v del mismo sentido.
25. :Son ortogonales los vectores A=51 + 4j + k v B=-6i + 6j +
Ok?
Solucion:
Su producto escalar es A.B = (3)(-6) + (4)(6) + (1)(0) = 6.
Entonces, A v B no son ortogonales.
26. Halle la proveccion ortogonal de A=(1; 3; 0) sobre B=(2; 1; 1).
Solucion:
A.B=5
[IBII= 6

La proveccion de A en la direccion de B es:

; 5 2:1:1 &)
PfC)_\'I{: ( )(( ) ) =

6 6

(215 1)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

—
1. Exprese y grafique el vector v = PQ en términos de sus

componentes, si P=(2, 3) y Q=(1, 4).

Respuesta: v = (-1; 1)

2. Calcule el valor de k sabiendo que el médulo del vector v=(k, 3) es
5.

Respuesta: k = £ 4

3. Halle la norma y direccién de los siguientes vectores:

@ v=(2 3) (b) w=(-3, -3) (©u=(0,3)

Respuesta: (a) | |v]|=4, 3= 57T6
B ||w||=3 2,9=5",
® |1ul|=3,8="7,
4. Halle el valor de x. El vector a=(x>-2x, x>-x) es igual al vector
b=(3, ).

Respuesta: x= 3
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. Halle y grafique la suma y la diferencia de los siguientes vectores:
@ u=(2,-9yv=0G -2 (b) u=(-1,4) yv=(3,2)

Respuesta: (a) utv = (1, -6)

u-v = (-5, -2)
(b) ut+v = (1, -6)
u-v = (-5, -2)

. Halle y grafique el vector unitario de los siguientes vectores:
(a) v=3i-4j byv=-=4i+4 3j
Respuesta: (a) 35 i- 45 j
®)-1,i+ 32
. Verifique si son ortogonales o paralelos los siguientes vectores:

(a) u=3i + 5j y v=-6i-10j b)yu=7i y v=23j

Respuesta: (a) paralelos
(b) ortogonales

8. Silos vectores sonu=-51 +j y v=4i + 2j, halle y grafique:

(a) la proyeccion de v sobre u
(b) la proyeccion de u sobre v

Respuesta: (a) PrOy,,: 4513i- %13

® Proy = 18;i - %]
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9. Halle y grafique el punto final del vector v=7i - + 3k, sabiendo
que su punto inicial es P=(-2, 3, 5)

Respuesta: El punto final es (5, 2, 8)
10. Halle y grafique el angulo que forman los siguientes vectores:

@ u=@3,-1,2) y w=(1,-1,2)
b) v=(-4,0,2) y z=(2,0,-1)

Respuesta: (a) &= 90°
(b) 9 =180°
11. Halle el producto vectorial de u=i-j+2k y v=2i+8j+5k

Respuesta: -21i —j + 10k

sSabfas que los cinco niimeros mas importantes son 1, i, 77 y e, y que se relacionan en la
identidad de Euler ¢' 7+1=0?
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Introduccion

En el capitulo anterior se estudiaron las propiedades y operaciones
de los vectores en dos y tres dimensiones mediante el plano cartesia-
no y el espacio cartesiano respectivamente. También se aplicaron las
mismas propiedades y operaciones de los vectores en n dimensiones
en forma analitica en lugar de las propiedades geométricas.

Ahora, se enfoca el estudio de los espacios vectoriales y las trans-
formaciones lineales basados en los vectores de n componentes.

Como una primera idea, un espacio vectorial puede ser un con-
junto de vectores con un mismo origen y cuyos extremos terminales
pueden construir una recta o un plano, por ejemplo, ademas de otras
entidades.

Una transformacion lineal puede ser vista como una funcién cual-
quiera con valor vectorial de una variable vectorial. Se puede utilizar
en algun modelo en el que las entradas a algunos procesos se trans-
forman en salidas. Por ejemplo, se puede visualizar cémo los datos de
precios y produccion se transforman en una estructura de ganancias.
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4.1 Espacio vectorial

El vector estudiado en el tercer capitulo, tiene la estructura de una
matriz columna. En general, una matriz columna de n filas, se cons-
tituye en la estructura de un vector columna de ‘n’ dimensiones con
punto de inicio en el origen de coordenadas.

4.1.1. Definicién de espacio vectorial

En general, un espacio vectorial se denota por V. Es un conjunto
de vectores columna que satisface las operaciones de suma de dos
vectores cualesquiera y las de la multiplicaciéon por un escalar.

4.1.2. Propiedades de un espacio vectorial

Sean:
wvyw vectores cualesquiera en R”
rys escalares cualesquiera en R

4.1.2.1. Propiedades de la suma de vectores

Al Ley asociativa +v)ytw=ut+v+w)
A2 Ley conmutativa viw=w+tv

A3 Naturaleza del vector cero O+v=v

A4 Inverso aditivo v+ (-v)=0

4.1.2.2. Propiedades de la multiplicaciéon por un escalar

E1  Ley distributiva t(v+w) =1v+rw
E2  Ley distributiva (t+s)v = v + sv
E3  Ley asociativa r(sv) = (rs)v
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E4  Preservacion de escala lv=v
Se observa que se utilizan escalares reales. Es decir, los escalares r

y s pertenecen al conjunto de nimeros reales R; entonces, el espacio
vectorial V es un espacio vectorial real.

Ejemplo 1:
Sean los escalares reales r=5 y s=9, el vector v =(1, 1, 1, 1).

Aplique la propiedad E2 para verificar que el resultado es otro vector
con componentes reales.

E2: (t+s)v =1v + sv
Introduciendo los escalares reales y el vector

(G+9)(1,1,1,1) = 5(1,1,1, 1) + 9(1, 1, 1, 1)
14(1,1,1,1)= (5,5,5,5) + (9,9,9,9)
14(1,1,1, 1) = (14, 14, 14, 14)

Luego, el conjunto de todos los vectores con estructura (a, a,, a,,
a,) es un espacio vectorial V.
También hay casos en que se utilizan escalares complejos. Es decir,

los escalares r y s pertenecen al conjunto de nimeros complejos C;
entonces, el espacio vectorial V sera un espacio vectorial complejo.
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Ejemplo 2:

Sean los escalares complejos r=5+21 y s=9+01, el vector v =(1, 1,
1, 1). Aplique la propiedad E2 para verificar que el resultado es otro
vector columna con componentes complejas.

E2: [t+s]v = rv + sv
Introduciendo los escalares complejos y el vector:

(6+2)+ O+6)(L, L LD = G+ALLLY  + O+6(LLLY
[14+8](1,1,1,1) = (5+2i, 5+21,5+2,5+2) + (9+6i,9+6i,9+6i, 9+G)
[14+8i](1,1,1,1) = (14+8i, 14-+81, 14-+8i, 14+8])

Luego, el conjunto de todos los vectores con estructura (a, a,, a,,
a,) y con escalares complejos es un espacio vectorial C,.

Cabe aclarar que en este curso de Algebra Lineal se usan escalares
reales que indican al Espacio Vectorial V real o, simplemente, Espacio
Vectorial V.

Analiticamente, se pueden construir espacios vectoriales depen-
diendo del numero de componentes que posea la estructura de sus
vectores columna. Y cada uno de esos espacios vectoriales satisface
las propiedades de las secciones 4.1.2.1 y 4.1.2.2.

4.1.3. Espacios vectoriales sobre R', R*y R’

4.1.3.1. Espacio vectorial sobre R!
Un espacio vectorial sobre R es aquel donde cada vector columna

tiene su punto inicial en el origen de coordenadas de la recta real y su
punto terminal en cualquier punto de dicha recta.
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|
0(0) P (6)

Figura 4.1

En el espacio unidimensional R de infinitos numeros reales, la
recta real, existen infinitos puntos fuera del origen de coordenadas;
entonces, el espacio vectorial sobre R tiene infinitos vectores de una
componente, en dicha recta.

4.1.3.2. Espacio vectorial sobre R?

Un espacio vectorial sobre R? es aquel donde cada vector columna
tiene su punto inicial en el origen de coordenadas del plano cartesiano
y su punto terminal en cualquier punto de dicho plano.

Por ejemplo, el vector OP tiene punto inicial en O(0; 0) y terminal
en P(6; 3).

Pl B,

0 (0,0)

Figura 4.2

En el espacio R* de infinitos pares ordenados, o plano cartesiano,
existen infinitos puntos fuera del origen de coordenadas O(0; 0), en-
tonces, el espacio vectorial sobre R? tiene infinitos vectores columna
de dos componentes cada uno, en dicho plano.
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lspacio vectorial sobre R’

Un espacio vectorial sobre RY es aquel donde cada vector columna
tiene su punto inicial en el origen de coordenadas del espacio tridi-
mensional v su punto terminal en cualquier octante. Por ejemplo, el
vector OP tiene punto inicial en O(0; 0) v terminal en P(2; 6; 7).

Figura 4.3

En el espacio R* de infinitas ternas ordenadas existen infinitos
puntos tuera del origen de coordenadas O(0; 0; 0), entonces, el es-
pacio vectorial sobre R tiene infinitos vectores de tres componentes

cada uno, en dicho espacio.

4.1.4. Espacios vectoriales sobre R’

Un espacio vectorial sobre R" es aquel donde cada vector
columna tiene ‘n’ componentes y su punto inicial esta en el origen de

coordenadas de R™.

Por ¢jemplo, el vector OP tiene punto inicial en O (0; 05 ... 0) v

tettninal et P a;a.59,5 o 520
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Plajsazas.«;sa;)

n

0(0;0;...;0)

Figura 4.4

En el espacio R" con infinitos arreglos ordenados de ‘n’ compo-
nentes, existen infinitos puntos fuera del origen de coordenadas O
(0; 05 ... ; 0); entonces, el espacio vectorial sobre R" tiene infinitos
vectores columna de ‘n’ componentes cada uno.

4.1.5. Otros espacios vectoriales
4.1.5.1. Espacio vectorial M

El conjunto de todas las matrices de orden mxn esta definido
como el espacio vectorial M porque satisface las propiedades para
la suma de vectores y las propiedades para la multiplicaciéon por un
escalar.

Considere todas las posibles matrices M, de orden mxn que se
pueden construir de acuerdo a la estructura siguiente:

Ay G Gz - Ay,
Aoy Ayn Qpoz we Apoy,

a a a vie A
M = k31 k32 k33 k3n

akml aka akm3 akmn
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En forma abreviada:
Mk = ( Ay i )ymxn V filai=1,2,...,m A columnaij=1,2,...,n

para cada k-ésima matriz con k=1, 2, 3,4, ... ®©.
Ejemplo 3:

Sean los escalares reales r=5 y s=9, la matriz M| = (a, ij) mxn.
Aplique la propiedad E2 para verificar que el resultado es otra matriz
con la misma estructura.

E2: (t+s)v =rv + sv

Introduciendo los escalares reales y la matriz

G+IM,

5M, + 9M,

GHN i ) = (G ) +9(Q )

Il

14(alij) (Salij')+ (galu)

140 A, ij) = (14 Q, ij>

También se verifica que las matrices M, satisfacen las propiedades
AlaA4yElaE4

Luego, el conjunto de todas las matrices M, es un espacio vectorial
M.
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4.1.5.2. Espacio vectorial P

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R esta
definido como espacio vectorial P porque satisface las propiedades
para la suma de vectores y las propiedades para la multiplicacién por
un escalar.

Considere todos los posibles polinomios P, de grado n que se
pueden construir de acuerdo a la estructura siguiente:

— 2 .n
Pk =g, taxdta x+..+4ax

En forma abreviada,

i=n

P = Zakix" YV términoi=1,2,....n
i=0

para cada k-ésimo polinomio con k=1, 2, 3,4, ... o0.
Ejemplo 4:

Sean los escalares r=5y s=9, y el polinomio P, =a, +a x +a x’
SN T o
¢

Aplique la propiedad E2 para verificar que el resultado es otro
polinomio con la misma estructura.

Entonces:

E2: (t+s)v=1v + sv
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Introduciendo los escalares reales y el polinomio:

(5+9)P, = 5P, + 9P,

G+O(Da,x"y = 5> a,x"y + 9(Q a,x")
i=0 i=0 i=0

[l

i=n

14T,
i=0

i=n i=n

(ZSa“x") + (29011'"‘")

i=0 i=0

i=n

@ ) = (Yla)

También se verifica que los polinomios P, satisfacen las propieda-
des Ala A4y El aE4.

Luego, el conjunto de todos los polinomios P, es un espacio vec-
torial P.

4.1.5.3. Espacio vectorial F
El conjunto de todas las funciones f, (x) con valores reales de una
variable real esta definido como espacio vectorial F porque satisface

las propiedades para la suma de vectores y las propiedades para la
multiplicacién por un escalar.

El espacio vectorial F es el conjunto de todas las funciones f_que
transforman R en R.

Ejemplo 5:

Sean los escalares r=5 y s=9, y la funcién f, = [f, (x)].
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Aplique la propiedad E2 para verificar que el resultado es otra
funcién con la misma estructura.

E2: (t+s)v=1rv + sv
Introduciendo los escalares reales y la funcion:
(HIL = Bf + 9
G+ 0 = S ®]  + I K]

9 f ) = B+ [9f ®]
(14 £ (9 = [14f, (9]

Il

También se verifica que las funciones f1 satisfacen las propiedades
AlaA4yElaE4

Luego, el conjunto de todas las funciones f, es un espacio vectorial
E
4.1.5.4. Espacio vectorial complejo C

El conjunto de todos los vectores (u,, u,,...u ), con componentes
complejas, esta definido como el espacio vectorial C porque satisface

las propiedades para la suma de vectores y las propiedades para la
multiplicacién por un escalar.

Ejemplo 6:

(2+31, 5+71) es un elemento del espacio vectorial C,.
(2+3i, 5+7i, 8 +9i) es un elemento del espacio vectorial C..
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4.2. Subespacios vectoriales
4.2.1 Definicion de sub espacio vectorial

Un sub espacio es un espacio vectorial contenido en un espacio
vectorial més grande.

Un sub conjunto S de un espacio vectorial V es un sub espacio de
V si satisface las dos condiciones siguientes:

e Sivywestan en S, entonces, vtw estd en S.
* Sir es cualquier escalar de R y v estd en S; entonces, rv estd en
S.

Ejemplo 7:

Considere un espacio vectorial R? representado por todos los pa-
res ordenados del plano cartesiano. Y considere un espacio vectorial
U representado por todos los pares ordenados de la recta y=x en el
mismo plano.

0 (0,0)

Figura 4.5
Se observa que la recta y=x pertenece al plano cartesiano. Enton-

ces, el espacio vectorial U estd contenido en el espacio vectorial R?
mas grande.
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Luego, U es un sub espacio de R
4.2.2. Propiedades de un sub espacio vectorial
El sub espacio vectorial tiene las mismas propiedades del espacio

vectorial. LLas cuales se replican a continuacion.

4.2.2.1. Propiedades de la suma de vectores

Al Ley asociativa ut+tv)tw=u+v+w)
A2  Ley conmutativa viw=w+v

A3 Naturaleza del vector cero O+v=v

A4 Inverso aditivo v+ (-v)=0

4.2.2.2. Propiedades de la multiplicaciéon por un escalar

E1 Ley distributiva t(v+w)=1v+rw
E2  Ley distributiva (t+s)v =1v + sv
E3 Ley asociativa r(sv) = (rs)v

E4 Preservacion de escala lv=v

4.2.3 Combinaciones lineales de vectores
Un vector v del espacio vectorial V es una combinacion lineal de
los vectores v, v,,..., v_si existen escalares ¢, c,,...c_tales que v pue-

da expresarse de la manera siguiente:

v—c1v1+c2v2+...+cnv

n
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Ejemplo §:

Considere ¢l espacio vectorial U representado por todos los pares

ordenados de la recta y=x en el plano cartesiano.

O (0,0)

Figura 4.6

Se observa que v=x implica un par ordenado (x, v) = (x, x).
Asignando un escalar t real a x, se dene el par ordenado (t, t).

Los pares ordenados del sub espacio U tenen la forma (t, t).

Y cualquier vector (t, t) del sub espacio U se puede expresar de la

manera siguiente:

L= (0 + (00
(t,t) =t(1,0) + ¢0,1)

Il

Se observa que el vector (¢, t) se puede expresar como una suma

de las multiplicaciones de un escalar t por los vectores (1, 0) v (0, 1).
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4.2.4 Sub espacios vectoriales generados por vectores

Sea gn(v,, v,,..., v,) un sub espacio generado por algunos vectores

V,, V..., v, del espacio vectorial V, con escalares r , r,,...r, reales tales

ue gn(v, v, ...,V ueda expresarse de la manera siguiente:
1 22 Kk

SO Vnn VW S 8 W T H F B E Y,

Se dice que la combinacion lineal de algunos vectores del espacio
vectorial V es un sub espacio generado por dichos vectores.

Ejemplo 9:

Sean v,=(2, 6, 7) y v,=(3, 7, -1) algunos vectores del espacio vec-
torial R’, con escalares r y s reales, generan el siguiente sub espacio

en(vl, v2):
(E % ®) =826, 7} +503,7,-1)
gy, v, )=t + sy,

El sub espacio gn(v,, v,) es el conjunto de ternas ordenadas del
plano r(2,6,7) + s(3, 7, -1).

Plano gn (V, V)

Figura 4.7
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4.3 Dependencia de vectores

4.3.1. Vectores linealmente independientes

Sean dos o mds vectores v,, v,,..., v_ linealmente independientes
si existen escalares a, a,,...,a , todos 0, tales que a, v, + a, v, + ...
+a v =0.

m m

Ejemplo 10:

Sean los vectores u=(1, 0, 0), v=(0, 1, 0) y w=(0, 0, 1) linealmente
independientes porque existen escalares a , a, y a,, todos 0, tales que:

I

0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1) = (0,0,0)

Ou +F Ov + ow = O

4.3.2. Vectores linealmente dependientes
Sean dos o maés vectores v,, v,,..., v_ linealmente dependientes;

entonces, uno de los vectores es una combinacién lineal de los prece-

dentes. Es decir, existe un k>1 talquev, =c, v, +c, v, +... + ¢, v, ..

Ejemplo 11:

Los vectores u=(1, -1, 0), v=(1, 3, -1) y w=(5, 3, -2) son lineal-
mente dependientes porque existen escalares, no todos 0, tales como
3,2y-1:

3(1,-1,0) + 2(1, 3,-1) - (5,3,-2) =(0,0,0)

3u + 2v = w = 0
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Despejando u:

4.3.3. Vectores generadores

Los vectores v, v,,..., v de R" generan todo R” si, y sélo si, la
n

matriz A de nxn que tiene v,, v,,..., v, como vectores columna es
invertible.

Ejemplo 12:
¢Generan los vectores (2, 1, 3), (-1, 2, 0) y (1, 8, 6) un espacio R*?
Solucién:

Formando la matriz A con estos vectores como vectores columna.

1 2 8
F1x F2 2 -1 1
3 0 6
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1 2 8
F2 — 2F1 0 1 3

0 =6 =I8

I 2 8
(-1/5)F2 G =5 15

0 -6 —18

1 2 8
F3 + 6F2 01 3

0 0 0

Se obtiene una matriz escalonada equivalente a la matriz A, cuya
determinante:

Det(

2 S =
S = N

Es decir, A no es invertible.

Entonces, los vectores (2, 1, 3), (-1, 2, 0) y (1, 8, 6) no generan R’.
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4.3.4. Condiciones equivalentes para n vectores en R"

Seanv,, v,,...,v_ vectores de R". Las siguientes condiciones son
equivalentes:

* Los vectores son independientes.
* Los vectores generan todo R™.

* La matriz A que tiene estos vectores como vectores columna
es invertible.

4.4. Base y dimension de un espacio vectorial

Cualquier vector de un espacio vectorial se puede expresar como
una combinacion lineal de los vectores de la base. Y la dimension del
espacio vectorial es el numero de vectores que tiene la base.

4.4.1. Base para un sub espacio vectorial

Sea S un sub espacio de un espacio vectorial V. Un conjunto {v,,

V,..-, V,} de vectores en S es una base para S si:

* El conjunto de vectores genera S; esto es, S= gn(v,, v,,..., V).
* El conjunto de vectores es linealmente independiente.

Ejemplo 13:

El conjunto { i, j} de vectores coordenados unitarios de R? es una
base para R®. Esta base se llama base candnica de R

Ejemplo 14:

El conjunto { i, j, k} de vectores coordenados unitarios de R* es
una base para R’. Esta base se llama base canénica de R’.
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Ejemplo 15:

El conjunto {e, e,,..., e_} de vectores coordenados unitarios de
Rn es una base para R". Esta base se llama base canoénica de R”.
4.4.2 Dimension de un sub espacio vectorial

La dimensién de un sub espacio S de dimension finita de un espa-
cio vectorial V es el nimero de elementos en cualquier base para S'y

se denota por dim(S). Se considera que el sub espacio cero {O} tiene
dimensioén cero.

Ejemplo 16:

Los vectores coordenados unitarios i=(1, 0) y j=(0, 1) forman una
base para R. Entonces, dim(R?) = 2.

Ejemplo 17:

Los vectores coordenados unitarios i=(1, 0, 0), j=(0, 1, 0) y k=(0,
0, 1) forman una base para R’. Entonces, dim(R*) = 3.

Ejemplo 18:

Los vectores coordenados unitarios e =(1, 0, 0,..., 0), €,=(0,
1,0,..,0) ... ¢ =0, 0,..., 1) forman una base para R". Entonces,

dim(R") = n.
4.5 Transformaciones lineales
Una transformacion  establece una relacion entre dos espacios

vectoriales V' y W. Dicha transformacién asigna a cada vector ven V
un vector unico w en W.
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4.5.1 Definicion de transformacion lineal

Una funcion T que transforma el espacio vectorial V en el espacio
vectorial W es una transformacion lineal si satisface:

s T(v,+v)=T(v)+T(v,) preservacion de la suma.

* T(v)=rT(v) preservacion de la multiplicacion
por un escalar.

Para todos los vectores v, y v, de V y escalares r de R.

Ejemplo 19:

Sean v=(x,v,2) de V y w=(x,y) de W y la transformacion
lineal T: V - W, definida por T(x, y, z) = (yz, x°). Calcule T(2, 3, 4).

Solucion:
Se observa que T: V —» W, entonces, W=T(V).

Sustituyendo los componentes 2, 3 y 4 en la férmula para T:

T(x,y,2) = (y2, X)
T2,3,4 =, 2?)
T2,3,4) = (12, 4)

Cabe comentar que (2,3,4) € V y (12,4) € W.

4.5.2 Operaciones con transformaciones lineales
Las transformaciones lineales, entendidas como funciones vecto-

riales, tienen operaciones similares a las de las funciones reales de
variable real.
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Para las transformaciones lineales f: A= B y g: C—> D, se estudian
las siguientes operaciones: suma de funciones vectoriales, multiplica-
cion de una funcién vectorial por un escalar, composicién de funcio-
nes vectoriales e inversa de una funcién vectorial.

4.5.2.1. Suma de transformaciones lineales
La suma de las transformaciones lineales f y g, denotada por (f +

2), esta definida cuando (f + @)(v) = f(v) + g(v) paraf: Vo> W y g
V=W Cuandov € Vyw € W.

Ejemplo 20:

Halle la suma de las funciones vectoriales (x,, x,) =(X,+x,, X,-X,) ¥
gx,, x,) =(x,+2x,, x,-2x,)

Solucion:

(f+g) (Xl’ XZ) - f(x], Xz) i g(xl’ Xz)
(f+g) (XI’ xz) = (X1+X2’ X]-Xz) + (X1+2Xz’ X1—2X2)
(ftg) (x,,x,) = (2x,+3x,, 2x,-3x))

4.5.2.2. Multiplicacion de una transformacion lineal por
un escalar

Para f: V> Wconv € Vyw € W, la multiplicacién de una
transformacion lineal f por un escalar real, denotada por (rf ), estd
definida cuando w =(rf)(v) = rf(v).

Ejemplo 21:

Halle la multiplicacién de la funcién vectorial f(x, x,) =(x,+x,,
X,-X,) por el escalar 2.
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Solucion:

2f) (x,, x,) = 2f(x, x))
2f) (x,, x,) = 2(x,+%,, X,-X,)

2271
D) (=, x,) = (2x,+2x,, 2% -2x,)
4.5.2.3. Composicion de dos transformaciones lineales

Paraf: V> W ygW—> Uconv e Vwe Wyu € Ula
composicién de f y g, denotada por (g o f ), esta definida cuando u

=(gof)(v) = g(fv).
Ejemplo 22:

Halle la composicion de las funciones vectoriales f(x,, x,) =(2x,,
2x2) y g(xl, Xz) =(3x], 3x2).

Solucion:
(fog)(x,, x,) = g(f(x,, )
(fog)(x,, x,) = g(2x,, 2x,)
(Fog)(x,, x,) = (3(2x,), 3(2x,)
(fog)(x,, x,) = (6%, 6%,)
4.5.2.4. Inversa de una transformacion lineal

La inversa de una transformacion lineal T se denota por T

La transformacion lineal T: V = V es invertible si existe T, tal
que TT'=T'T=I

Es decir, la transformacion lineal T(v)=A v tiene inversa T"'(v) =
Al
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Para calcular la inversa de la matriz asociada A, se puede aplicar
uno de los métodos de calculo de la inversa de una matriz, que se
puede revisar en la seccién 1.2.10.1 sobre el método de Gauss-Jordan
y en la 1.2.10.2 sobre el método de la Adjunta.

Ejemplo 23:

Halle T si la transformacion lineal T es:

7 | _ 1 0 X
X, 2 4 X
Solucién:

Calculando la inversa de 10
2 4

-1

C ?J : [—(1).5 O.ZSJ

Luego, la inversa de la transformacion T es:

312



Roberto Miranda North

4.5.3. Determinacion del nucleo y la imagen de una trans-
formacion lineal

4.5.3.1. Nucleo de una transformacion lineal

Si T: V= W es una transformacion lineal; entonces, el nucleo de
T es un sub espacio de V tal que T(V)=0.

El nicleo de T se denota por Ker(T).
Analiticamente, Ker(T) = { v € V / T(V)=0, O=W }.
Ejemplo 24

Hallar la imagen de la transformacion definida por T(x,, x,, X,) =
(x,-2x,, x,+3x,)

Solucion:
La transformacion es T:R®> = R?
El nucleo de T es un sub espacio de R? tal que T(R*)=0.

T(x,, x,, X)) = (%,-2%,, X,+3x,)

x
. xl [ xm—2x P 0
L i d= £ 4+35, i == 0
L2
_xl_ X X 0
T( | x| )= [] —9 0} X, B EN {}
0 1 3 0
| 3 | X3 X3
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Construyendo la matriz ampliada del sistema:

1 -2 0 0}

0 1 30
10 6 0
F1 + 22
0130

En esta forma escalonada se observa que la variable libre es x;
luego, x,=t.

Y las variables ligadas son x y x,. Luego, las ligadas dependen de
R

3

]x1+()x2+6x3:0 > x + ()X}IO -> X :—C)X‘;:—()t
Oz, +lx, +x,=0 = X+ =20 =2 g=- g5=-%
* t 1
Xl = =6 =t |=6
X = =]

Corresponde a una recta en R* con vector direccion (1, - 6, - 1).

El nucleo es Ker(T) = (1,- 06, - 1).
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4.5.3.2. Imagen de una transformacion lineal

SiT: V- W es una transformacion lineal; entonces, el recorrido o
imagen de T es un sub espacio de W para algiun T(v).

El recorrido o imagen de T se denota por Im(T) 6 R(T).
Analiticamente, R(T) = { w € W / W=R(T), paraalginve V } .
Ejemplo 25:

Hallar la imagen de la transformacién definida por T(x, x,, x,) =
(%,-2x,, x,+3x,).

Solucion:
Como el nucleo es (1,-0, - 1).

T(, - 6,- 1) = (1 - 2(-6), (-6) + 3(-1))
T, - 6, 1) = {13, 9}

La imagen es R(T) = (13, -9)

4.6. Matrices asociadas a transformaciones lineales

Cualquier transformacion lineal entre espacios vectoriales de di-
mension finita se puede representar por una matriz.

Sea A una matriz m x n. Sea x un elemento de R®, interpretado
como una matriz columna. La transformaciéon T:R® — R™, definida
por T(x)=Ax, es lineal. En dicha transformacion lineal A recibe el
nombre de matriz de transformacién o matriz asociada a la transfor-
macion.
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Ejemplo 26:
Considere la transformacion lineal T definida por la matriz A de

3 x 2 siguiente. Determine la imagen de un vector cualquiera bajo T,
y utilice este resultado para determinar la imagen del vector dado x.

5
A= |0 2 X= {_J

Solucion:

Puesto que A es una matriz de 3 x 2, esta define la transformacion
lineal T:R* = R’. Se tiene:

=i

Lx+3y_

Six=5y y=-1, se calcula:
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4.6.1. Relacion entre transformaciones lineales y matrices
Cualquier transformacién lineal entre espacios vectoriales de
dimensiones finitas se puede representar por una matriz. Es decir,

dada T: R* - R™ se puede representar por una matriz A de orden m
X n.

4.6.2. Matriz candonica o matriz estandar de una transfor-
macion lineal

Una transformacion lineal T: R = R™ tiene una matriz canénica
denotada por AT de orden m x n, tal que AT x = T(x).

Ejemplo 27:

Halle la matriz candnica de T: R* = R? definida por T(x, y) = (2x
-3y x ty).

Solucion:

Utilizando las bases canénicas de R?, son los vectores coordenados
unitarios iy j.

Los vectores coordenados unitarios de R? son:

i=(1,0) 6

=010

317



Guia Didactica de Algebra Lineal

Reemplazando i enla férmula, se tiene:
T(x,y) = (2x-3y,x +y)

T(1,0) = 1) = 30), M) + O)
T(,0) = (2,1)

L1

Reemplazando j en la féormula, se tiene:
Tx,y) = (2x-3y,x +y)

TO, 1) = 2(0) - 3(1), ) + (1))
T, 1= (-3, )

Luego, la matriz canonica es A = 1 1

4.6.3. Transformacion lineal asociada a una matriz

Si se cuenta con la matriz de coeficientes del sistema, se puede
obtener una transformacion lineal asociada a la matriz.

Ejemplo 28: 1

Dada la matriz A= 0 2 de 3 x 2, esta define la

transformacion lineal T:R? = R°.
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4.6.4 Matriz asociada a una transformacion lineal
La matriz asociada a una transformacion lineal se llama matriz de

transformacion y se denota por A. Es la transpuesta de la matriz de
coeficientes del sistema.

Ejemplo 29:
Dada la transformacién lineal T(x, y) = (2x - 3y, x + y), se calcula

Z2 =3
1 1

la matriz de transformacién ATZ

4.7 Matriz de cambio de base de transformaciones lineales
Una vez que se ha elegido una base del espacio vectorial V, ;como

variara la representacion de cada vector de V si se elige otra base?

4.7.1 Matriz de cambio de base o matriz de transicion

Sea el conjunto de vectores {v,, v,,...,v_} una base S del espacio
vectorial V.

Sea el vector u con coordenadas (a,, a,,..., 2 ) referidas a la base S.

El vector u es:
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Sea el conjunto de vectores {Vv’,,V’,,..., V’n} otra base S’ del espa-
cio vectorial V.

Cada vector v’, de la base S’ puede escribirse como una combina-
cion lineal de los vectores v, de la base S.

v, = Y ol €Y, = PR (S
I

Vz—c21vl+czzv2+ +C2nVn

V. e N e v+ +¢ v
n 11 n2 2 nn n

Sy Oy Co
p= Gz O Cna
cln C?.n Cnn

Con la matriz P se puede efectuar el cambio de base desde la ‘an-
tigua base’ S hasta la ‘nueva base’ .

La matriz P se llama matriz de cambio de base o matriz de tran-
sicion.
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Ejemplo 30:
Sean las bases S=[(1, 2), (3, -1)] y S'=[(1, 0), (0,1)] de R%. Siuesun

3
4

vector tal que l,lq = |i :l , encuentre us,.

Solucion:

Expresando los vectores de S en términos de los vectores de S™:
(1,2) = 1(1,0) + 20,1)
(3,-1) = 3(1,0) - 10,D)

vectores de la base S.

1 3
Los vectores de coordenadas (1, 2) y (3, -1) son {;l y { :l ;

La matriz de transicién es:

v - b
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4.7.2. Transicion de B’ a B

Sean B y B’ bases para un espacio vectorial U y sea P la matriz de
transicién de B a B’. Entonces, P es invertible y la matriz de transicién
deB nBes P,

4.7.3. Matriz asociada del sistema y el conjunto solucion

El conjunto de soluciones de un sistema se puede obtener des-
de dos perspectivas. La primera, la forma matricial de un sistema de
ecuaciones lineales y, la segunda, la transformacion lineal.

Se vio que un sistema de m ecuaciones lineales con n variables se
puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

Ax=B

A es una matriz de m x n, llamada matriz de coeficientes de siste-
ma o matriz asociada del sistema.

El conjunto de soluciones es el conjunto de x que satisface esta
ecuacion.

Usando la segunda perspectiva, sea T: R* = R™ la transformacién
lineal definida por A. El sistema de ecuaciones se puede escribir de la
siguiente manera:

T(x) =B
El conjunto de soluciones es el conjunto de vectores en R®

transformado por T en el vector B. Si B no pertenece al rango de T,
entonces, el sistema no tiene solucion.
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4.7.4. Dimension del espacio solucién de un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas

La dimensién del espacio solucién de un sistema homogéneo de
m ecuaciones lineales homogéneas es el nimero de vectores que tiene
la base.

Sea T la transformacioén lineal de R" en R™, definida por A.

El conjunto de soluciones es el nicleo de la transformacién y por
consiguiente, un sub espacio.

El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo de m ecua-
ciones lineales con n variables, Ax=0, es un espacio de R".

Ejemplo 31:
x1+2x2 +3X3:O
%, + B = 0
% +x ¥ 4x3 =0

La matriz ampliada del sistema es:

1 2 3 0
0 -1 1 0
1 1 40
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Las variables ligadas son x, y x,.

La variable libre es x..

x, =-5x, y x,=x, y asignando el escalar tax,
(%:%,%)= 58 =511

El conjunto solucién es un conjunto de vectores de la format(-5,1, 1).

El conjunto de vectores { (-5, 1, 1)} es un sub espacio unidimen-

sional de R? cuya base es el unico (-5, 1, 1). Un unico vector en la base
define un sub espacio unidimensional de R’.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Diga si W es un sub espacio vectorial en R3, definido por:
W={(x,y,z) € R/2x+y-2=0}

Solucion:
Sean W, = <Xw Vi 2) ¥ W, =( Z:) dos vectores de W,
con2x, +y, -z =0y 2x, +y,-2z,= 0 ecuaciones en R*.
Aplicando la propiedad de cerradura para la suma:
w, N w, € W] entonces, w, + w, € W
wtw, = (x,y, ZI) +( X3 ¥ 2))
Wyt w, = (XI TX, ¥ T ¥ 2 T 7‘:)
con 2{x, ¥ x) +dy, +y,—{(z, +2)=0

La suma w + w, tiene la misma estructura de los vectores W, v
w, del espacio vectorial W,

Luego, w, + w, € W.

Aplicando la propiedad de cerradura para la multiplicacion por
un escalar:

w, € WX con le +y, -2, = 0; entonces, rw, € W
™w, = 1( X ¥ Zp)

rw, = (rx,, ry,,rz,) con .2rxI iy iz = 0

o
N
w,
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La multiplicacién por un escalar rw, tiene la misma estructura del
vector w, del espacio vectotial W.

Luego, rw, € W.
En conclusion, W es un sub espacio vectorial en R? definido por:
W={(x,y,2z) € R*/2x+y-z=0}.

2. Determine si los vectores v,=(1, 1, 1), v,=(2, 2, 0) y v,=(3, 0, 0)
generan el espacio vectorial R*.

Solucion:

Construyendo la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales
dado por los vectores columna v,=(1, 1, 1), v,=(2, 2, 0) y v,=(3, 0, 0):

1 2 3
A= 11 2 0
1 00

Se observa una matriz de orden 3x3. Se puede calcular el deter-
minante de A.

Det(A) = -6

Como Det(A) # 0; entonces, A es invertible. Por lo que el sistema
es consistente. Tiene solucion.

En conclusion, los vectores v,=(1, 1, 1), v,=(2, 2, 0) y v,=(3, 0, 0)
generan el espacio vectorial R’
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3. Digasilos vectores v, = (2,-1,4),v, = (4, 1, 6) generan un espacio
vectorial en R

Solucion:
Sea w = (X, v, z) un vector cualquiera de R3.

Iiscribiendo w como una combinacion lineal de los vectores
generadores v, v v,

w=(51,2)
W= e VT e,
w = c|(2, -1,4) + ¢, (4, 1, 0) con coeficientes & Y8, escalares reales

€, 2,-1,4) + I 4,1,6) = (x,v,2)

A la forma matricial AC=W?

2 4 X
=1 I al = |y
4 6 “ 7

Construyendo la matriz ampliada del sistema dado por los vectores
columna v.= (2,<1,4),v,= 4, 1,6}

2 4 x
e ] 1 y
4 6 :z

[S%)
|88}
R
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Reduciendo a la forma escalonada por filas:

1o x—4y
6
0 1 x+2y
6
0 0 —10x+4y+6z
i 6 |
-4 -4
g, +0g = * Y = c1:_x ¥
6 6
Oc, + 1c, = x+2y - 5 x+2y
6 6
Oc, +0c, = 2t *0z 5 o OO ) ot dyt62=0

6 6

-10x+4y+62=0 se puede reducir dividiendo entre menos dos,
queda:

5x - 2y - 32=0 es la ecuacién de un plano en el espacio R’.

En conclusion, los vectores v, = (2, -1, 4), v, = (4, 1, 6) generan
un espacio vectorial en R’

4. Determine silos vectotes v, = (1,-2,3),v, = (5,6,-1) yv, = (3,

2, 1) forman un conjunto linealmente dependiente o linealmente
independiente.
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Solucion:

Para que los vectores v,, v,, v, sean linealmente independientes, se

debe cumplir que su combinacion lineal sea igual a cero.
eV, + 60 +ev, =0
€(1.2-3) + ¢(5,6:-1) + £,(3.2,1) = (0,0.0)
(c,*5¢,+3c,, 2¢,+6c,+2c,, -3¢,-c,*+c,) = (0,0,0)
Formando el sistema de ecuaciones:
¢, +5¢,+3c, =0
2e+6e+2e, =0
S te, =0

Resolviendo el sistema para ver como son los coeficientes ¢, c,
¥ <y

Se construye la matriz aumentada:

1 5 30
=2 6 2 0
3 -110

Se efectiian operaciones en fila para reducirla, quedando:

oS O =
e = O
o -

o O O
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1 = =_ 1
le +0g+ YHLie =0 =2 ¢ 2 G

O, +1¢,+ Le=0 = ¢g=-Y4 ¢
Og, +0c,+0¢,=0 = 01, )¢, +0¢ L), + Og=0 ¢, =t
Luego, c, y ¢, son variables ligadas y c3 es la variable libre.

La existencia de variables ligadas implica que los vectores v, = (1,

-2,3),v,=(5,6,-1) yv, = (3,2, 1) forman un conjunto linealmente

dependiente.

5. Detetmine si los vectores v; = (1,-2,3),v, = (2,-2,0), v; = (0, 1,
7) son linealmente dependientes o independientes.

Solucion:

Para que los vectores v,, v,, v, sean linealmente independientes, se
debe cumplir que su combinacion lineal sea igual a cero.

eV, ey, +ey =0

¢,(1,-2,3) + ¢,2,-2,0) + ¢,(0,1,7) = (0,0,0)

(e, ¥ 2c, 06, -2c,-2¢, e, 3el + 0+ o) = (0,0,0)
Formando el sistema de ecuaciones

¢ tde +0c, =10

«de-2etle =0

3¢ +lg#%e, =0

Resolviendo el sistema para ver como son ¢, ¢, y c,.
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Se construye la matriz aumentada:

1 2 00
-2 -2 10
30 70

Se efectuan operaciones en fila para reducirla, quedando:

1 0 0 O

01 0 O

0 01 0
le, +0c, + 0c,=0 - g =0
0C1+1C3+0C3:0 - g, =g
Oc1+0c2+1c3:0 - c3=O

La existencia de ¢,=c,=c,=0 implica que los vectores v,= (1, -2,
3),v,=(2,-2,0),v,=(0,1,7) forman un conjunto linealmente in-
dependiente.

6. Demuestre que el conjunto de vectores v,=(1, 2, 1),v,=(2,9,0) y
v,=(3, 3, 4) es una base para R’.

Solucion:
e¥, e k=l
e (1.2, 1) # €,(2, 9,0) + e (3, 5, 4=0
le,+2¢,+3¢,~0

2c1+9c2+3c320

331



Guia Didactica de Algebra Lineal

lc[+0c2+4c3:0
Resolviendo el sistema:

Se construye la matriz aumentada:

—_ N =
S O N
A W W
oS o O

Se efectian operaciones en fila para reducirla, quedando:

1c]+0c2+0c320 - Cl:O
Oc]+1c2+0c_,’:0 - g, =10
Oc1+0c2+1c320 - c5:O

La existencia de ¢ =c,=c,=0 implica que los vectores v, = (I,
2,1),v,=(2,9,0) yv,=(3, 3, 4 forman un conjunto linealmente
independiente.

Luego, el conjunto de vectores v,=(1, 2, 1), v,=(2, 9, 0) y v,=(3, 3,
4) es una base para R’.

7. Halle la dimension y la base en R? para el conjunto de vectores que
estan en el plano 2x-y-z=0.

Solucion:

El conjunto de vectores que estan en el plano 2x-y-z=0 sugiere un
sub espacio S={(x,y,2) € R* / 2x-y-z=0}.

Hallando la base.

2x-y-z=0 = z= 2x-y
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Un vector cualquiera de S es:

% %z) = (%Y, 2x-y)

®%z)=0,%20)-y) + 0,2x-(0)
®%2)=0yy + 0,25

& vnz)=y0,1,1) + x(1,0,2)

Luego, los vectores (0, 1, 1) y (1,0, 2) forman una base de S.
A continuacion se halla la dimension de S.

Se observa que la base tiene dos vectores: (0,1, 1) y (1,0, 2).
Luego, la dimension de S es dos.

Dim(S)=2.

8 Determine el nucleo y el rango del operador lineal T(x, y, z) = (x,
% 0)

Solucién:

Puesto que el operador lineal T transforma R* en R’, el nicleo y el
rango seran sub espacios de R’.

Por definicion, el nucleo ket(T) es el subconjunto transformado
en (0, 0, 0).

T, %2 = (%0 A T(x,v,2) = (0,0,0)
x%0)=(0,0,0)

x=0
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y=0
ker(T) = {(0,0, z)}
Este conjunto de vectores es el nucleo de T.

Se observa en {(0,0,2)} que el nicleo es un conjunto de vectores
que se ubican en el eje z.

Por definiciéon del problema, el rango de T es el conjunto de
vectores que satisfacen la transformacion lineal T(x, v, z) = (%, y, 0).

R = {3 0}
Este conjunto de vectores es el rango de T.

Se observa en {(x, y, 0)} que el rango es un conjunto de vectores
que se ubican en el plano xy.

9. Determine el nicleo y el rango de la transformacion definida por
la siguiente matriz:

1 2 3
A= |0 -1 1
1 1 4

Solucion:
A es una matriz de 3x 3.
De esta manera, A define un operador lineal T: R, = R,

Tx) = AXx)
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Los elementos de R® se expresan en forma de matriz columna

para poder efectuar la multiplicacion de matrices.

Hallando el nucleo:

El nucleo constard de todos los vectores x = (x,,x,, X,) en R?, tales

Llllt"
Tx)=0
Asi,
1 2 3 X,
0 =1 1 % =
1 4 -

Esta ecuacion matricial corresponde al siguiente sistema de ecua-

ciones lineales:

)

1x1 +2x3+3x}‘
1}:I = lx2 + 1%,
1};1 + 1}&2 -+ 4x3 =0

Il
o

Al resolver este sistema, se obtienen varias soluciones:

-5r
r
=t

Il

(M

1) =t(-5,1,1) en R%.

Luego, x = (x‘, Xy \) = (-5, 1,

El conjunto de vectores { (-5, 1, 1)} es un sub espacio unidimen-

sional de R? cuya base es (-5, 1, 1).
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El nicleo es el conjunto de vectores de la forma r(-5, 1, 1)
Ker(T) = {(-51, 1, 1)}
Hallando el rango:

Trabajando con la transpuesta de A para generar el rango:

12 31" 1 oo 1
0 -1 1| = |2 =1 1
1 1 4 3 1 4

Reduciendo a la forma escalonada:

(= == TR
= s 3
O =

Los vectores (1, 0, 1) y (0, 1, 1) generan el rango de T.

Cualquier vector del rango es una combinacion lineal de estos vec-
tores.

s(1,0,1) + (0, 1, 1)

El conjunto de vectores { s(1, 0,1) + (0, 1, 1) } es un sub espacio
bidimensional de R3, cuyas bases son {(1, 0, 1), (0, 1, 1)}.

Por lo tanto, el rango de T es:

R(D) = {(s,t,s + 1)}

336



Roberto Miranda North

10. Considere las bases B = {(1, 2), (3, -1)] y B” = [(3,1), (5, 2)] de R%

Encuentre la matriz de transicién de B a B,

2
Siu es un vector tal que U, = [ } .Determine uB’.
1
Solucion:
Utilice la base canénica S = [(1, 0), (0, 1)].

La matriz de transiciéon P de B a S es:

)

La matriz de transiciéon P’ de B> a S es:

35
P =
1 2
Por definicion, la matriz de transicion de S a B’ es (P?)".
Y la matriz de transicion de B a B’ por via de S es (P’)'P.
Por lo tanto, la matriz de transicion de B a B’ es.

3T s
R Y

35T L
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U, = (P)'Pu,
-8 1 2
u, =
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Diga si el conjunto de todas las matrices triangulares superiores de
orden 3x3 es un espacio vectorial.

a b ¢
0 d e
0 0 f

2. Demuestre que el conjunto S = {(x,y,z) €R*/ x +y =3z} esun
espacio vectorial.

3. SeaV=R% S ={(x,y,2 € R*/ z=x+y}, ¢es un sub espacio
vectorial de V?

4. Diga si el siguiente sub conjunto M _(R) es un sub espacio vectorial U.
U={AE€MR)/A*=A}

5. Verifique que los vectoresu = (1,2,3),v=(0,1,2) y w= (0,0,
1) generan R°.

6 ¢Cuales de estas opciones son combinaciones lineales de u = (1, -1,
Hyv=(2,4,00°

@ 3,33 b %2060 (© 15060 (@ 000

7. Vertifique si los vectores v, = (3,1,4),v,= 2,-3,5), v, = (5,2, 9),
yv, = (1,4, -1) generan a R3.

8. Diga si son independientes los polinomios p, = 1+x, p, = x* + x’,
yp,=-2-2x+3x2 + 3x3 en P°.
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9. Halle una base en R’ y su dimension si:
S={(x,, x,,x,) € R%/ 2x, + x, + 2x, = 0}

10.Sea la transformacién lineal T: R*= R® definida por T(x, y, z) =
(x+2y —z,y + z,x + y—22), halle:

(a) El nucleo de T (b) La imagen de T

11.Halle la representacion matricial candnica de la transformacion
lineal.

(@ T:R°=>R’con T(x,, x,,x) = (x, + X, + X, X, =X, — X, X, —X, + X,)
) TR Brenm T, %, ) =8 2,0 2,8 +2. %+, +x)
Respuesta:

La representacion matricial canonica de T es:

1 1 -1 302
@1 -1 -1 O
4 ! ! 0 0 -1
- 0 1 1

12. Halle la matriz de cambio de base si:
B=((1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)]
B’=(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)]

(a) DeB a B’ (b) DeB” a B
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Respuesta:

La matriz de cambio de base es:

1 0 0 1 0 0
A= 1 0 - g = 0 0
11 =10 o

1 -1 0 0 I =1

13. Verifique si H es lineal para H: R?-R?,

) H(xy)=2xty, x-y)
b) Hxy=(%y)

Respuestas:  a) Lineal b) No lineal
14. Verifique si H es lineal para H: R? >R

9 Hexy2=(1,1)
b) H(Xa Y5 Z):<2X+Y> 3,\7_42)

Respuestas: a) No lineal b) Lineal

15. Verifique si H es lineal para H: M, - R.

2) H[{a bDIZa +3b+c—d
c d
a b

b) H[L dD:az + b?

Respuestas: a) Lineal b) No lineal
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16. Verifique si H es lineal para H: P~ Pz'

a) H(a,+ax+ax)=0
b) H(@,+ax+ax)=(a,+1)+ax+ax

Respuestas: a) Lineal b) No lineal

sSabias que el Tecnecio (43) y el Promethium (61) son los unicos elementos radiactivos con
numero atémico menor a 84, nimero a partir del cual todos son radiactivos?
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Introduccion

Se ha visto que una transformacion lineal es una funcion cualquiera
con valor vectorial de una variable vectorial. Y que se puede utilizar
en algun modelo en el que las entradas a algunos procesos se trans-
forman en salidas. Por ejemplo, se puede visualizar cémo los datos de
precios y produccion se transforman en una estructura de ganancias.

Ahora, los conceptos de autovectores y autovalores se aplican a una
transformacion lineal de cualquier espacio vectorial en si mismo. Es
decir, una transformacion lineal T: V. - V. Donde V es un espacio

vectorial de dimensién finita.
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5.1. Definicién de autovalores y autovectores

Sea A una matriz de n x n. Se dice que un escalar ) es un autova-
lor o valor propio de A si existe en Rn un vector x, distinto de cero,
tal que:

Ax= ] x

El vector x es el autovector o vector propio correspondientea A .

5.1.1. Modo practico de encontrar los autovalores y auto-
vectores

Sea A una matriz de n x n con el autovalor A y su correspondien-
te autovector X.

Por lo tanto, AX= 1 x.
Esta ecuacion se reescribe como Ax -4x = 0.
Lo que nos da (A -A1 )x = 0.

Esta ecuacion matricial representa un sistema de ecuaciones linea-
les en el que la matriz de coeficientes es (A - AL ).

Una solucion de este sistema es x = 0.Sin embargo, se definieron
los autovectores como vectores distintos de cero.

Este sistema tiene soluciones distintas de cero solo si la matriz de
coeficientes es singular, es decir |A -A1 | = 0.

Al resolver la ecuacion |A -iln | =0 para A, se encuentran los au-
tovalores de A.
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Al resolver el determinante 4| A - A1 |, se obtiene un polinomio
en A . A este polinomio se le llama polinomio caracteristico de A.

La ecuacion |A -A1 | = 0 se llama ecuacion caracteristica de A.

Al sustituir los autovalores en la ecuacion (A -A)x = 0, se encuen-
tran los autovectores correspondientes.

Ejemplo 1:

Encuentre los autovalores y los autovectores de la matriz

Solucion:

Se obtiene primero el polinomio caracteristico de A. Ast:

4 -6 i 01 [~4=4 =
A-Alp= =il =
Observe que la matriz A -A L se obtiene restando A a los elemen-

tos diagonales de A.
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El polinomio caracteristico de A es:

~4-4 -6
|A-AL | = = {4 A)B-AJHB= A2-4 -2
’ 3 5-24

Ahora se resuelve la ecuacion caracteristica de A:
A1-2=0

(A2)(A+1) =0
A =246 -1

Los autovalores de A son 2y -1.

Al usar estos valores de A en la ecuaciéon (A - A12)x = 0 se en-
cuentran los autovectores correspondientes.

Usando A= 2 resuelva la ecuacion (A - 21))x = 0 para x. La matriz
(A - 2L) se obtiene restindole 2 a los elementos de la diagonal de A.
Se tiene:

—4-2 -6 -4-2 -6 [-6 -6
th- 21 = = =
=5 satla safs o)

(A-2L)x=0

BRINE
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Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

Gx, — 6x,=0

3x +5x,=0

De donde se obtiene x = -x,.

Las soluciones de este sistema de ecuaciones son x, = -1 y X, =

r, donde r es un escalar.

Por lo tanto, los vectores propios de A que corresponden a 4 =2
son los vectores distintos de cero de la forma.

Usando A = -1 resuelva la ecuacion (A + 1)x = 0 para x. La
matriz (A + 1) se obtiene restindole 1 a los elementos de la diagonal

de A.
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Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

3%, —6x,=0
3x, +6x,=0

= DR

-

De donde se obtiene X,

Las soluciones de este sistema de ecuaciones sonx, = -2s y x, =

s, donde s es un escalar.

Por lo tanto, los vectores propios de A que corresponden a A=-1
son los vectores distintos de cero de la forma:

5.2. Bases ortogonales y ortonormales
5.2.1. Definicion de bases ortogonales

Una base ortogonal es una base formada por vectores ortogona-
les.

Un conjunto S de vectores en V se dice ortogonal si cada par de
vectores en S lo son.

v . _ 7
., u_} es ortogonal si u, . u = 0 parai#]

5= {5
Ejemplo 2:
SeaS=1{(1,1,1,1),(1,-1,1,1), (-1,1, -1, 1), (-1, 1, 1, -1)} de R*.

Verifique si S es ortogonal.
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Solucion:

Por definicion, un conjunto S de vectores en V se dice ortogonal
si cada par de vectores en S lo son.

Trabajando con ¢l producto punto de cada par:

b il =8
§ ALLDelLA4D &6
i) (1,1,1,1).(-1,1,1,-1) =0
W 1L L0111 =8
W -1 0 1,0, =0
w1 B 1,008 =0

Se concluye que S = {(1,1,1, 1), (-1,-1,1, 1), (-1, 1, -1, 1), (-1, 1,
1,-1)} es ortogonal.

5.2.2. Definicion de bases ortonormales

Una base ortonormal es una base formada por vectores ortonor-
males.

Un conjunto S de vectores en V se dice ortonormal si es ortogo-
nal y cada vector de S tiene longitud unidad.

) ) B _ JOparaizj
S={u,u,,...,u} esortonormal si u, . u="%%;=11parais

Ejemplo 3:

Sea el conjunto S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} de R*. Verifique

que S es ortonormal.
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Solucion:

Un conjunto S de vectores en V se dice ortonormal si es ortogo-
nal y cada vector de S tiene longitud unidad.

Primero, se verifica si S es ortogonal. Trabajando con el producto
punto de cada par:

) (1,0,00.0,1,00 =0
i) (1,0,0).0,0,1) =0
i)y (0,1,0).(0,0,1) =0

Luego, S es ortogonal.

Segundo, se verifica si la norma de cada vector de S es la unidad:

p o [1(1,0,0)]]
) [0, 1,0]]
) | (0,0, D]

1
1
1

Il

Luego, la norma de cada vector es la unidad.

En conclusion, el conjunto S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} es
ortonormal.
5.2.3. Normalizacion de un conjunto S ortogonal

Un conjunto S ortogonal se puede transformar en ortonormal
dividiendo cada vector de S entre su propia norma.

Ejemplo 4:
faS= 01 L A0 8 1 1, 4, 1 6111, 23 ue

conjunto ortogonal de R*. Transforme S en un conjunto ortogonal
normalizado.
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Solucion:

Por definicion, un conjunto S ortogonal se puede normalizar divi-
diendo cada vector de S entre su propia norma.

Primero, se verifica que s es ortogonal. En este caso particular, ya
se verific en el ejemplo anterior.

Segundo, se calcula la norma de cada vector.

(1,1, L) > 2
1,-1,1,1) > 2
('1)1”171) > 2
('1’1’1"1) 2> 2

Tercero, se divide cada vector entre su norma.

(1,1, 1,1) >(1,1, 1,1)/ 2 - (0.707,0.707, 0.707, 0.707)
1,-1,1,1)>(¢1,-1,1,1)/ 2 > (-0.707,-0.707, 0.707, 0.707)
-1,1,-1,1) >(1,1,-1,1)/ 2 > (-0.707,0.707, -0.707, 0.707)
-1,1,1,-1) >(-1,1,1,-1)/ 2 = (-0.707,0.707, 0.707, -0.707)

Luego, el conjunto S normalizado es:

{(0.707, 0.707, 0.707, 0.707), (-0.707, -0.707, 0.707, 0.707),
(-0.707, 0.707, -0.707, 0.707), (-0.707, 0.707, 0.707, -0.707)}

Donde el conjunto S normalizado es un conjunto ortonormal.
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5.2.4. Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt en
R".

1 T

Sea {v,,v,,..., v, } una base de un espacio con producto punto V.

Se puede construir una base ortogonal { w,, w,,..., w_} de V como
sigue.

Se toma:
Wy = Y
B V,.W,
3 g e |
| w |
B VW, V3 W,
Wi My sl 10 2 W,
| wi | w |
vV W, VvV W v W
Y ! 12 1" ! 22 W) me ! ”712 Wi
| w | | w, | | W, |

N

Dicho de otro modo, para k = 2, 3,..., n, se define:

VW, V, W, Ve W,

Y i W L

Cada w,_es ortogonal a los precedentes, de modo que los vectores
W, W,,..., w_forman una base ortogonal de V.

LLa normalizacion de cada W, proporcionari una base ortonormal
de V.
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Ljemplo 5:
Sea el sub espacio U de R* generado por

v.=(1,1, 1,1} vw=(1,2,4,5 v, = (l,-3,4,-2) Halleuna base
ortogonal mediante ¢l algoritmo de Gram-Schmidt.

Solucion:

Se toma:

(1,2,4,5).(1LL1)
| (LLLD]?

w=v - ° w,={1,2,4, 3
1,1, 1,1)=(2-11,2)

VW, v, W,
' ’ ) \VZ

3

= w b
: |W1|2 : | w,

w, =(1,-3,4,-2) - (1.-3-4.-2).0.LLD (1,1,1,1) - (1,-3.~4,-2)(-2.-11.2)
| (LLLD]? | 620,252

(-2,-1,1,2)

g 17 13 7
w, =( _,

1
o e 1 DT, 1%, 18
5= 107 10°s ) "10 M .
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5.2.5. Producto interno, norma y vectores ortogonales en
otros espacios vectoriales diferentes de R".

El producto punto fue el concepto fundamental de R" que llevo a
las definiciones de norma, angulo y distancia.

Ahora se enfocara el producto punto de R" a un espacio vecto-
rial general con una estructura matematica llamada producto interno.
Este, a su vez, sera de utilidad para definir la norma, el dngulo y la
distancia en un espacio vectorial general.

5.2.5.1. Producto interno en un espacio vectorial real V

Es una funcién que asocia un namero, se denota por < u, v >,
con cada par de vectores u y v de V. Esta funcion debe satisfacer los
axiomas siguientes para los vectores u, v v w, vy el escalar c.

a2 <uv>=<v,u>
b) <ut+tv,w>=<uw>+<vw>
¢ <cuv>=c<uv>

d) <u,u>>0,y <u,u>=0siysolosi u=0

Un espacio vectorial V sobre el que se define un producto interno
recibe el nombre de espacio con producto interno.

Ejemplo 6:

Sean u=(x,, x,), v=(y,,y,) ¥ W=(z,,2,) vectores cualesquiera en R
Verifique que <u,v> definido de la manera siguiente, es un producto
interno en R’

<uyv> =xy, +axy,
Determine el producto interno de los vectores (-2, 5), (3, 1) con

este producto interno.
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Solucion:

Comprobando cada uno de los cuatro axiomas del producto
interno.

Primer axioma: < u,v> = <v,u >
LISy + 4x2y2
wavr=yx iy x,

LW, vF=Kv,u>

Segundo axioma <u+v,w>=<uw>+<v,w>
CUFEWE= CapvFESEN VR (2,2)7
<u+tv,w>=<( % x3+y2), (zl,z_,)>
<utwvw>=(x+v)z +4%1y)2
<atywr=gs +yz tdrs +iye
ca¥ewr=xz +4ze tyy Tz
<utv,w> <(X1’ X, )’ (Zp Zg)> + <(y1’ .Vz)’ (Zp 7’3)>
<utv,w>=<uw>+<v,w>

Il

Tercer axioma < cu,v> =c< u,v >
<cuv>= <C( Xl, Xg)’ (.\.1’ .\'3)>
CELVERSREXLR) V. T)™
T, v Sy, T ey,

< omy v > =y, Ay,

<cu,v>=c<uv>

Cuarto axioma < u,u>>0,y <u,u>=0siysoélosi u=0

< U = <%, 3, (%, %57
<mur=  xx tdxx
<mur= xi+dxi>0
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LLos cuatro axiomas del producto interno se satisfacen.
Luego, <u,v> = x y, + 4xy, es un producto interno en R,
Calculando el producto interno de los vectores (-2, 5) y (3, 1) es:

TUNF = < (XI, xg)a (}'1,_\'3) 2 XY + 4X3y2
<(2,5),3,1)> =-203) +4(5)(1) = 14

Luego, ¢l producto interno de los vectores (-2, 5) v (3, 1) es 14.
Ejemplo 7:

Sea el espacio vectorial M de matrices de 2 x 2, u y v matrices de
2 x 2 cualesquiera, definidas de la siguiente manera:

oL
L

Verifique que la funcion siguiente es un producto interno en M.

<u,v>=ae+bf +cg+dh

_ . 2 =3 5 2
Calcule el producto interno de las matrices y
i S 9 0
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Solucion:

Comprobando cada uno de los cuatro axiomas del producto
interno.

Primer axioma: < u,v> =<v,u>
<u,v>=ae+ bf +cg+dh
<u,v>=eca+tb+gc+hd

<y v>=<v,u>

Segundo axioma: <u+v,w>=<u,w>+ <v,w>
Queda para el participante.

Tercer axioma < ku,v> = k< u,v>
< ku, v > = kae + kbf + kcg + kdh
< ku, v > = k(ae + bf + cg + dh)

<ku,v>=k<uv>

Cuarto axioma < u,u>2 0,y <u,u>=0siysoélosi u=0
Queda para el participante.

Calculando el producto interno de las matrices dadas.

<l ]
< 4 > =ae + bf + cg+ dh
c di|lg h '

¥ g > & 2)(5) + (3)(2) + )(9) + (1)(0) =4
< 7 b = =
g 11%ls @ QB) + (3@ + )9 + (1))

Luego, el producto interno es 4.

361



Guia Didéactica de Algebra Lineal

5.2.5.2. Norma en un espacio vectorial real V

La norma de un vector en R” se puede expresar en términos del
producto punto de la manera siguiente:

2 2 2

| @] = & 3 +ut 2, = Bk JiXnk,)

En la geometria euclidiana, esta definicion de norma proporciona
las normas esperadas para los vectores de posicion en R* y R,

Para obtener la norma de un vector en un espacio vectorial gene-
ral, esta definicién se extendera con la ayuda del producto interno en
lugar del producto punto.

Asi, las normas que se obtengan no necesariamente tienen inter-
pretaciones geométricas, pero son importantes en los calculos numé-

ricos.

Sea V un espacio con producto interno. L.a norma de un vector v
se denota por | |v| | y se define como:

v

| = <wv,v>
Ejemplo 8:

Sea el espacio vectorial P_ de polinomios con producto interno:

1

<fg>= [f(Dg)dx

0
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La norma de la funcion f generada por este producto interno es:
!
16l = </f.f>= [lfTax
0

Halle la norma de la funcion f(x) = 5x* + 1.

Solucion:
1
Por definicién del problema, | [£]|= < f,f >= [[f(x)]dx
0
|l5x2+l|| = J.[S\ +l J"ﬁ\ +10x° +1)dxy = =

(o)

Luego, la norma de la funcion f(x) es 238

5.2.5.3. Angulo para un espacio vectorial real V

El producto punto en R" se utilizé para definir los dngulos entre
vectores. El angulo & entre los vectores u y v en R” se define como:

<u,v>

| il v
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La definiciéon de angulo para un espacio vectorial real V utiliza la
generalizacion del producto punto, que es el producto interno.

Sea V un espacio real con producto interno. El angulo & entre dos
vectores distintos de cero u y v esta dado por:

<u,v>

L allff vl

Ejemplo 9:

Sea el espacio vectorial P de polinomios con producto interno:
1
<> = [f(0)g(x)dx
0

Halle el coseno del angulo entre las funciones f(x)=5x" y g(x)=3x.

Solucion:
|

Por definicion del problema, <f, g> = j‘f(x)g(x)dx
0

Aplicandola a la férmula:

[ fg(x)dx
“«fig> _ 3§
| Sligl 0smel

Cos 3=
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Calculando las normas:

1611 = |15¢||=- [[5x'Fdx = s

0

|
llgl1=113x] = - [[3xTFdx = 3
0

Calculando el Cos & :

|
j (5x°)(3x)dx
Cos9 =" =
53 4
15
Luego, el coseno del angulo entre las funciones f y g es 4

5.2.5.4. Vectores ortogonales para un espacio vectorial real
¥

Sea V un espacio con producto interno. Dos vectores distintos de
cerouyven V se dice que son ortogonales si:

<u,v>=0
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Ejemplo 10:

Sean las funciones f(x)=3x-2 y g(x)=x. Verifique que son
ortogonales en P con producto interno.

<g>= [[(x)g(x)dx

Solucion:
I

Por definicion del problema, <f, g>= If(x)g(x)dx
0

<Bx%-2, x> = j(Bx—2)(x)dx =[x3 —xz]l) =0
0

Luego, las funciones f y g son ortogonales en este espacio con
producto interno.

5.2.6. Proceso de Gram-Schmidt en otros espacios
diferentes de R"

Sea {v,,v,,..., v_} una base de un espacio con producto interno V.
Se puede construir una base ortogonal { W Wiy W } de V como
n

sigue.

Se toma:
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L <v,w >
2= Y= 2 1
| w |
o <vw > <v,w, >
Wy Vi = 9 1 2 WV
| w | | w, |
SIS Svm > <y,
n n 2 1 s 12 2 2 n-1
| w | | w, | | W, |

Dicho de otro modo, para k = 2, 3,..., n, se define:

= g e, SV W e
Kk K T i g e
| w | |Wz|2

<YW, >

2 k-1
| w ., |

Cada w,_es ortogonal a los precedentes, de modo que los vectores
W, W,,..., w_forman una base ortogonal de V.

I.a normalizacion de cada w, proporcionara una base ortonormal
de V.

Ejemplo 11:

Sea V el espacio vectorial de los polinomios f(t) con producto
interno:

<tg> = [f(ngtydr
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Aplique el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt al
conjunto{l, t, £, '}, con coeficientes enteros, del sub espacio U de
los polinomios de grado < 3. Aqui se usa el hecho de que si r+s=n,

1 gl WL 2/(n+1) sinespar
<Lt = I/"dt :[t ] =
B n+1", 0 sin es par

Solucion:

Se aplica el algoritmo o proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt al conjunto {1, t, £, '}.

Se empieza tomando f, = 1, calculando:

£l 0
t- d=ts A =%
<il] B 2
Tomando f] =t
p E0S &Rt , 2 0 .
A - -t =t - "1 - t=F-1
<113 > 2 2
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Multiplicando por 3 para llegar a f, = 3t* -1.

Calculando f3:

o <t3,1>1 s R -1

i F = . > (32 -1) =2 — 0x1-
<1,1> < Eit B <3t"-13t"-1>

&L

W N N

3
= QEEN) =t~ it
( ) 5

- — £3

Multiplicando por 5 para llegar a f, = 5¢ — 3t

En conclusion, el conjunto {1, t, 3t*-1, 58 — 3t} es la base orto-
gonal de U requerida.
5.3. Diagonalizaciéon de matrices
5.3.1. Transformaciones semejantes

Las transformaciones semejantes se presentan con frecuencia al
aplicar el Algebra Lineal en el contexto de sistemas de coordenadas

relacionados.

Sean A y B matrices cuadradas del mismo orden. Se dice que B es
similar o semejante a A, si existe una matriz invertible C tal que:

B=C'AC

A esta transformacion de la matriz A en la matriz B se le llama
transformacion semejante.
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Ejemplo 12:

Sean las matrices cuadradas A y C, C es invertible. Use la transfor-
macion semejante C'AC para transformar la matriz A en una matriz

B.
A_7—10 C_zs
B 14 3

Solucion:

B=C'AC
L_[2 5] [T 0] ]2 s
11 3] (3 -4] |13
a3 -S| [7 -10]]2 s
-1 2] [3 -4 3
-6 —10“2 5}
iB=
-1 2 ||1 3

Se observa que la matriz A se transformo en una matriz diagonal
B. Pero no todas se pueden diagonalizar de esta manera.
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5.3.2. Matriz diagonalizable

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe una matriz C tal
que D = C'AC es una matriz diagonal.
5.3.3. Verificacion de una matriz diagonalizable

Sea A una matriz de n x n.

1) Si A tiene n vectores propios linealmente independiente, A es
diagonalizable.

ii) Si A es diagonalizable, entonces, tiene ‘n’ vectores propios li-
nealmente independientes.

Ejemplo 13:

Verifique si la matriz A es diagonalizable.

Solucion:

La matriz de coeficientes del sistema lineal es (A -4 L).
-4 -6 1 0 -4-4 -6
A-AL = < A =
a 3 0 1 3 5-4
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El polinomio caracteristico de A es [A-A1, |.

A-AI | = =t AVE-A Y+ 18= A2-4.-2
a-ar =0 = A)EA)

Resolviendo la ecuacion caracteristica de A, [A - AL | = 0.
A2-4-2=0 > (AA+1)=0 > A=2 6 -1
Los autovalores de A son 2y -1.

Hallando los autovectores de A.

2 -4

ST A

En la ecuacion del sistema (A - 21)x = 0.

PR

De donde se obtiene x, = -x,.

—4-1 —6}

Con A= 2 en la matriz de coeficientes l:
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Un vector propio de A para A=2 es:

-4-1 -6
Con A= -1 en la matriz de coeficientes { 3 5 _}J =A+1)

En la ecuacion del sistema (A + 21)x =0

=3 =Gl 1%
=)
3 4)\x
De donde se obtiene x = - 2x,.

Un vector propio de A para A= - 1 es:

Los autovalores son 2y -1
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i =3
LOS autovectores son r y N 1

1

Su combinacién lineal sélo es cero cuando r y s son cero. Luego,
dichos autovectores son linealmente independientes.

De acuerdo a la condicion planteada al inicio de esta seccion
(5.3.3), la matriz

— 4 = 6 . . -1 '
A= 5 tiene dos vectores propios r { :|_V S { }

3 1

linealmente independientes; entonces, A es diagonalizable.

5.3.4. Proceso de diagonalizacion de una matriz cuadrada
Dada una matriz cuadrada A, el proceso es el siguiente:

* Se toman los ‘n’ vectores propios de A y se escriben en las
columnas de C.

e La matriz C se utiliza en la transformacién semejante C-'AC
para dar una matriz diagonal D.

* Se comprueba que los elementos diagonales de D son los va-
lores propios de A.
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Ejemplo 14:

Halle la matriz diagonal de A:

Sabiendo que sus autovalores son 2y -1.
Solucioén:

De acuerdo a la condicién de la seccion 5.3.4, los elementos dia-
gonales de D son los valores propios de A.

Luego:

La matriz diagonal de A= |:_4 _6} es D= |:2 0 }
3 g

Ejemplo 15:

Efectie la transformacion que diagonaliza a la matriz A

el -2
Sabiendo que sus autovectores r [ | } 58 [ 1 i' son linealmente
independientes.
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Solucion:

Construyendo la matriz diagonalizante C con los autovectores de

A:

Efectuando la transformacion semejante C-'AC:

C'AC=

ClAG =

C'AC =

G0
LRSI

-
2 0
0 -1

0 -1

2 0
Luego, la matriz diagonal de A es D = |: }
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5.3.5. Diagonalizacion ortogonal de una matriz simétrica

Dada una matriz simétrica A, el procedimiento de diagonalizacion

ortogonal es el siguiente:

Se hallan los autovalores.
Se hallan los respectivos autovectores.

Se ortogonalizan los vectores por el proceso de Gram-Schmidt
obteniendo la matriz P,

Se efectua la transformacion semejante PTAP, la matriz
resultante D es la matriz diagonal de A.

BT
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EJERCICIOS RESUELTOS

2 3
1. Encuentre los autovalores de la matriz A = [4 3} i

Solucion:

La matriz de coeficientes del sistema lineal es (A -4 L).

2 3 1 0 2-1 3
A-AL= A =
- {4 3} I:O l} { 4 3—/1}

El polinomio caracteristico de Aes |[A -4 L |.

2-4 3

a-Ar|= o 5

|:<2-ﬂ 3-Ay-12= 42546
Resolviendo la ecuacion caracteristica de A, |[A-AT, | = 0.
A252-6=0 > (A-(A+)=0 > 21=6 6 -1

Los autovalores de Ason 6 y -1.
. 4 2
2. Encuentre los autovectores de la matriz A = {1

Sabiendo que sus autovalores son 2y 3.
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Solucion:

Con A = 2 en la matriz de coeficientes

4-2 2] [4-2 2] [2 2
-1 1-1 -1 1-2] [-1 -1

De donde se obtiene X, = - %y

Un vector propio de A para A =2 es:

4-2
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3

380

En la ecuacién del sistema (A + 1)x =0

De donde se obtiene x, = - 2x,.

Un vector propio de A para A =3 es:

Los autovalores son 2 y 3.

= -
Los autovectores son r |: | :| y S |: :I

Transforme la base {(1, 0, 1), (2, -1, 1), (1, 2,1)} de R? a una base
ortogonal por el proceso de Gram-Schmidt.

Solucion:
Se toma:
W, == 1,01

= _ VW - g ~ (2,-1,1).(1,0,1) —=Pi A
wZ V2 |w1|2wl (2’ 1’1) |(1,0,1)|: (1=O’ 1) ( 2> 1’ 2)



Roberto Miranda North

(L2,1).("=1=1)

_ (1,2).,0.0) ) "
9 =l | (10, S | ('=1,=1,)]7 Cael=Ta)
2
W — =
2 (3’ 37 3 )

Luego, el conjunto de vectores {(1,0,1), ( 15,-1,- 1), ( § . i ,
= § )} es una base ortogonal de la base {(1, 0, 1), (2, -1, 1), (1, 2,1)}
de R’.

4. Halle la base ortonormal de la base {(1, 0, 1), (2, -1, 1), (1, 2,1)}
de R’ sabiendo que su base ortogonal es {(1,0,1), (1, ,-1,-1,),
2 2 2
(3373 }

Solucion:

La normalizacién de cada vector de la base ortogonal:

{00 D = 0T 5 e S

proporcionara una base ortonormal de R

Calculando la norma de cada vector de la base ortogonal:

||(1’0>1)||: 124-02+]2 = 2

||( IZ’_1’_ I2)|| = (]2)2+(_1)2+(— ]2)2 = 62
3 3 Byiie mboiii.iad 98

1105551 = G +C) +(%) :
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Calculando el vector unitario de cada vector de la base ortogonal

Para (1,0, 1):

1 1
1,0,1)= 1,0,1
[ (1,0 | ( ) 2 ( )

Para (15, -1,-1,):

1 1 A 1 — 1 1 1 1 :] 5
](Iz,_l_lz)l( 29 1, 2) 62( 2 i3 1’ 2) 6(1, 2, 1)
Para (2 923‘2)2

3" 3 3

1 2 2 2 1 2 3 2 1

> s = 5 5= = 1’1’_1
|(23923?23)| (3 3 3) 2 33(3 3 3) 3( )

Luego, el conjunto de vectores { 12 1,0, 1), 16 1,-2,-1), 13 1,

1,-1)} es una base ortonormal de la base {(1, 0, 1), (2, -1, 1), (1, 2,1)}
de R°.

5. Diagonalice la matriz A

1 =3 3
A= |0 -5 6
0 -3 4
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Solucion:

La matriz de coeficientes del sistema lineal es (A - 4 1,).

1 -3 3 100 -1 -3
A-Z,I}: 0 -5 6/-A |01 0|=| 0 -5-12 6
0 -3 4 00 1 0 I

El polinomio caracteristico de Aes |[A- A L |.

1-4 =3 3
IA-AL =] 0 -5-2 6 |=(1-A)(5A)4A)+18
0 -3 4-4
Resolviendo la ecuacion caracteristicade A, [A- A 1, | = 0.

(1-A)(-5-A)4-A)+18=0

(1-A) (A +2(4 -1)=0

A=1y 1y -2
1 -3 3
Luego, los autovalores de A = |0 -5 6|son1,1y-2.
0 -3 4
6. Halle los autovectores de A:
1 =3 3
A= |0 -5 6
0 -3 4
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St sus autovalores son 1, 1y -2.

Solucion:
1-4 -3
Con A= -2 en la matriz de coeficientes | 0 —5-4
0 -3
1-4 -3 3 1+2 -3 3 3 -3
-5-1 6 = 0 —5+2 6 =10 -3
0 -3 4-2 B -8 43| |0 -3

En la ecuacion del sistema (A +21)x =0

3 -3 3 b
0 -3 6 %|=0
0 -3 6| |x
% -3 3
Reduciendo [0 -3 6
0 -3 6
30 -3
01 -2
00 0

De donde se obtiene x, =2x,=2s, %, =%, =&.
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Para A = -2, consta de vectores de la forma:

‘\AI S
X, | = |2s
A5 \
1
Haciendo s=1 se obtiene el vector propio 2
1
1-A -3 3
Con A = 1 en la matriz de coeficientes 0 — 5 o= 6
0 -3 4-A
1-4 -3 3 -1 -3 8 0 -3 3
0 -5-4 6 = 0 -5-1 6 =0 -6 6
0 -3 4-A 0 -3 4-1 0 -3 3

|
=N
=

o

Il
(=]

|
.
[9%)
o

0 -3 3
Reduciendo |o -6 6
0 -3 3
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o o O
[ R
> <

De donde s¢ obtietie X, = ¢, x, =%, =8

Para A =1, consta de vectores de la forma:

Haciendo r=0, s=1 se obtiene el vector propio | |

Haciendo r=1, s=0 se obtiene el vector propio | 0

0
L =3 3 |
Luego, los vectores propios de A =0 =5 6[son [0
0 -3 4 0

7. Halle la matriz diagonal de A

1 =3 3
A= |0 =5 6
0 -3 4
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| 0 1
Tome en cuenta que sus vectores propios son |0 |, | 1] v |2
0 1 |

Solucion:

Construyendo la matriz diagonalizante C con los tres vectores

propios:

1 0 1 I -3 3 1 0 1
C'AC=1|0 1 2 0 -5 6 0O 1 2
0 1 1 0 -3 4 0 1 1
1 0 =2
C'AC=1]0 1 -4
01 -2
1 -3 3 1 0 -2

Luego, la matriz diagonalde A= |0 =5 6]es [0 1 -4
0 -3 4 0 1 =2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.Halle los autovalores de la matriz A = {_ 3 = 4} .
0

o

Respuesta: Los autovalores son -3 v 2

| 0 0
2. Halle los autovectores de la matriz A = | -8 4 -6
8 | 9
Respuesta: Los autovalores son 1, 6 v 7
3. Halle una base ortonormal por el proceso de Gram Schmidt para

los veetetes v, = (1,0, 1}, » ={1,0,-1), = =0, 3,4}
Respuesta:
La base ortogonal es {(1, 0, 1), (1,0, -1), (0, 3, 0)}

v la base ortonormal es | 1 2(‘l,(), 1), l 2(1,(), -1), l 3 0,3,0)}

4. Halle la matriz diagonal de A = {l 0 J )
' 6 -1

. L -1 0
Respuesta: La matriz diagonal es { }
) 0 1
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1 -1 4
. Halle la matriz diagonalde A= |3 2 -1
2 1 =1
1 0 0
Respuesta: La matriz diagonal es |0 -2 0
0 0 3
6 =2 =l
. Diagonalice ortogonalmente la matriz A = |-2 6 -1

8 0 0
Respuesta: LLa matriz diagonal ortogonales |0 6 0
0 0 3

. Encuentre las ecuaciones caracteristicas de las siguientes matrices:

N {10 —9} b {—2 —7} C{l o}
4 -2 ) 0 1
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Respuestas:

a) A2-81+16=0

b) A?+3=0

A A2-24+1=0

&y A2-24=0

A -9 (A +3=0

. Halle los valores propios de las matrices del ejercicio 1.
Respuestas:

a A=4

b) Ningun valor propio que pertenezca a los nimeros reales
O A=1

d) 1=2

e) 1=4

. Halle las bases para los nucleos (eigenespacios) de las matrices del
ejercicio 1.

Respuestas:

. 32
a) SiA =4, entonces, la base es 1

b) No existen eigenespacios

1] [o
) SiA =1, entonces, la base es } . [ :|

d) SiA = 2, entonces, la base es | —1 3
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10

e) St A = 4, entonces, la base es

Verifique si A es diagonalizable. Si lo es, halle una matriz P que

diagonalice a A y obtenga P'AP.

T & =3 =2 02 ((; 0 -2 0 9 0
= 0 -2 5 =5
g a== e 0 B 0 30 © 0 3 0
=3 1 3
0 1 3 60 0 0 3
Respuesta:
1 2 1 0 0
g P=11 3 3 “HP= 0 2 0
1 3 4 0 3
b) No diagonalizable.
1 1T 00 =2 G 0 0
01 10 -2 0 0
c) P= P'AP=
0 0 1 1 30
0 0 0 1 0 0 3
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11. Halle una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A y obtenga
P'AP.

-2 0 -36
-7 24 )

24 7
-36 0 -23

Respuestas:

a) P= HE S piap=|2> 0

45 35 0 -25

[~435 0 33 25 0 0
b P=| 0 1 0 PIAP=| 0 -3 0
35 0 453 0 0 =50

sSabes el por qué los nombres de los dias de la semanar Los antiguos vefan en el firmamen-
to siete luceros que cambiaban de constelacion v que fueron bautizados como planetas por los

griegos. Eran la Luna, Marte, Mercurio, Jupiter, Venus, Saturno y el Sol.
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FORMULAS ELEMENTALES

Algebra elemental

* 22 — b? = (a+b)(a-b)

* a2 — b2 = (a"+b")(a"-b")

* 23 — b® = (a-b) (a?+ab+b?

*2a3 + b3 = (at+b) (a2-ab+b2)

* (a+b)? = a2 + 2ab + b?

* (a-b)? = a? - 2ab + b?

®aih) =2+ Zah+ B+ B
* (2-b)®> = 2’ - 32%b + 3ab?- b’

* (x+a)(x+b) = x* + (a+b)x + ab
*ab + ac + ad = a(b+c+d)

* ax+ay+bx+by = (at+b)(x+y)

* c(at+b)+d(at+b)+e(atb) = (a+b)(ct+d+e)

Propiedades de Potencias y Raices

e =1
. al=a
o a’ = aa a se multiplica a si misma 2 veces
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o a’ = aaa a se multiplica a si misma 3 veces
. a’ = aa...aa a s¢ multiplica a si misma n veces
g s,
L] a —_— ,
[
=) I
[ ] a- = 1:
¢
; 1
L] a’ = 3
d
v 1
. a"=
cl'
| e o
J a’"= g4
° a] A = d
™ A= g
Y a”\ 1 — 1 Ll"‘

Y amn — (am)n

Coa = @)@)

o
s am-n = i
a
h., h"
° 0 — T
a e
B b
. ) = W
a o

® Zam = g = am
° 3am = am + am + am
g ha? =d% et a +ak

m

a se suma a sf misma n veees
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b C ct=a’+b?
a
Trigonometria elemental
T
2
O
O
7—L O
0
(>
in
w |
. Send=
. CosH =
. h
. [ano =
da
- {
. Cotod= [,, = ‘/
B 2
~ 1 ¢
. Sec @ = cww =
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c

1
. Cosect = g,., = 5

. Sen? 9 + Cos?6 =1
. 1 + Cot? 0 = Cosec? 6

e sen(m-¢)= send

* cos(m-4)= cosb

* tan(m-¢)= tan @

*  sen(M/2+60)= cos6
e cos(M2+60)= send
* tan(W2+6)= ctg o
e sen(n+0)= senp

e cos(n+6)= cos@

e tan (m+6)=tan 6

* sen(-g) = sen g

* cos(-0)= cos@

. tan (-g) = tan g

*  sen26 =2senb cosd
*  cos26 = cos’f-sen’d

<Sabias que una de las paradojas mas antiguas es aquella del arabe que heredé a sus 3 hijos
una cuadra de 17 caballos que habrian de repartir del siguiente modo: al mayor la mitad de los
caballos, al segundo un tercio y al menor un noveno. Los herederos pidieron el consejo de un
sabio pues no sabian como repartir los caballos sin llamar al carnicero. El sabio llevé un caballo
de su propiedad y procedio al reparto. Siendo entonces 18 caballos, entregd 9 al mayor, 6 al
segundo y 2 al menor? Habiendo entregado 17 caballos, tomé el suyo y se marché.
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